
Kapitel 5 :

Abteilung 1 Differenterbare Funktionen

Motivation :

① bessere Approximations einer Funktion in der Niihe von xo ?

[ fix) mit eine live.am/Polynomgrad7Caxtb7appwaimieren]
② leichter Ei gensdrafter wie Monotone iiberpriifen

§ 5.gl . Definition / algebras
-

sche Eigenschaften
dee : f : I→ IR

,
I c IR Intervale

Wir sucker fiir Xo E I das beste Polycom p Cx) = acx
- Xo) t b um

f Cx) zu appwximieren fiir x in der N
-

a-he von Xo .

b-- p ( Xo) = f ( Xo)

Ziel : a ex- Xo) t f exo) ⑦ fix)
t
Bt ungefiihr

a
Gf

f-CH - fcxo) fixa⑦
x - xo

Definition : I c IR Interval
, I 7

x Xo (f : I → IR

XoEI sleighing
:#III!"

fix) - f- exo)Falls der Grentwert lim existent
, soft man := x→ Xo X- Xo

CX#Xo)

- f Bt an der Stelle Xo differenter bar

- der GrenzWert ist die Abteilung von f an Xo , beteichnet

f
'
(Xo)



Bem : die Gerade durch (xn . fix .)) , (Xo , f exo)) hat die Gleichenng

y
- f exo) =

fkn)- fcxo)
xn - Xo

(X- Xo) t nicht-g

\
Steigung der Gerade

^

x

x

I I 7

Xy Xo

Def : Falls f
'
exo) eaistiert

,
ist die Gerade

y
- f exo) - f

'
(Xo ) (x - Xo)

die Tangente an der Stelle Xo

I S

Xo

Def : Falls f Bt auf Xo differenterbarfiir alle Xo E I , soft man

does f auf I differenterbar ist ; f
' : I→ IR heist

Abteilung von f .

Berner Kungen
:

① f
' eaistiert nicht immer ! Ces gibt f : IR→ IR stetig , aber Wo

f
'

exo) fiir Zahl existent !)

a.B . fix,-t§
sin

"
×)
(← Reine konvergiert normal tx ) , f : Rt IR-

- O 3
"

sletig



⇒ man Kann diese Funtcti on an Ketner Stelle ableilen .

hat Kline Abteilung f
' Ko)

Anwendungen : Physik (Quantenmechanik)
Statistic ( Brownsche Bewegung )

② [5-7.5]

Falls f differenterbar an Xo ist ,
ist sie auch stetig an Xo .

( aber nicht umgekehrt .) ( Es gibt stetige Funktionen , die Kline Abteilung
haben ( ①) .

✓ 18 12.11.20

③ fix) = axtb ist differenterbar mit fix) - 1a fin alle x .

^

y
= aatb fix) - f exo) = a

Y
x- Xo

Xo i

l l 7
* x

^

④ f = 1×1 ist an der Stelle Xo - O

nicht differenterbar .

> weil t¥= E : :

^

⑤ I= [ a
,
b]

,
Xo - a c-

f
'
exo' -- finna

t" ta"" µ
x > O

Manchmal beteichnet ' f'① Ho)
l l g

- a b
(Abteilung von Recht)



Steigung new fiir taken > a iiberlegt .

• der f'④lb)
( Abteilung von links )

Algebraische Eigenschaften der Differenterring
Satz : Ic IR Intervale
[ 5.7.63 f , g

: I → IR
, different erbar.

H ft g ist diff . and Cft g)
'
= f't g

'

(2) [ Leibnitzsche Kegel] ( Prodnktregel) fg ist differenterbar und

Cfg )
'
= f'gtfg '

- i Cs) ( Divisions regel) guy to fiir x E I ist kg definiert & diff .
is
or

§ (f)
'

=
t'sgits

'

( ins . '

= - ji )
§

§ (4) [ kettenregel]
Its J8- IR

f , g diff .

⇒
go f ist diff . und

(go f)
'
= f

'
. ( g

'

of ) ( (gof)
'

ca -- f
'
ex) - g

'

CfcxD ]

(5) ( Uonkehrfunktion ] if injektiv , J
-
- f CI ) Bild von f , ist

f
-n : J→ I ist diff -

(f
-Y

'
-

fi
!
f-n ( d.h. ( f-'Hy) - fyf.my ,, ]

falls f.
'
in * O

, fir xEI



Beweis

(2) ( Leibniz) XoEI

( top";!!!
""

=

guy
f '"It!"' + fix, 841×8

.

""

twet gstehg istg, . few, + f
!
; -

g
!
exo)

x→ Xo

(3) Ig ( x) - Ig (Xo) y

x - ×.

=

gig
.

8 "? :&!
"

X→ Xo

×⇒g :*
!

. -

g
.
.
!

(4) Ekettenregel ] I f- J -8> R

go fix) - go f exo)
=

g CfCN) - g ( f- exo))
.

f- CN - fcxo )
X- Xo fix) - f exo) K - Xo

xoxo f /
¥

' g' ( fl Xo))
° f

' Cx: )

(5) Uenkehrfunktion , mit Annendung der Kettenregel

I J

f
-n

( f
- '
o f) (a) = a fiir a c- I

kettenregel ⇒ f ' Cns ( f-a)
'
( fcm) - a fiirne I

( f-a)
'

lfcnD=f÷n,



g- fin) ( f
-Y

'

ly ' ' fief-acyl)
Satz : Die nichtigsten Ableitungen
[ 5. 1.7]

G) Polynome : fix) = an X
"
t an-a X

" 't
. . .

+ an x tao

sind alle auf IR differenterbar mit c) I

f
'
a)= nanx

" - '

t Cn-a) any X
"-Zt - . - ta

,

inebesondere : ( xn)
'
= nxn

- it

fiir n E IN

(1)
'
= 0

(2) Exponential , cosines ,
sinus sind auf IR differentiabar .

mit exp
'
=

exp
"

s

:

(3) logarithms : Jo
,
to [→ IR Bt diff . mit

( log)
'

Cx) - I tx

147 fix) - Xa ist auf Jo ,
the diff . mit

f'Cx) -- ax
"

,
x > o

(5) areas : J - 1 , I [→ To , Ti [

arcsin : I -1 , 1C→ I - It , It [ and diff . mit

arccos
'

= -0
y!×z1

arcsin
'
CN =

ME



ninth
UG ) -_ 11-7=10 U

n -7 htt
-

ufntq ) = Mnt
'
- I = (got 1) n

"
- 1=11

"
- I +10.11

"

in

uln)

n - un - g

( 70¥11 " - y

tuning
an .mn - i

qynth - g n

Gota)n - a
runty -1

Gott)
"

TM - y = 1ntyyn - I
un
w

M
"
-7th dont 71 - 1 durch

un)
in to feilbar
un) 70 feilbar



Beweis

(1) (Polynome)

Fiir f n CX) = x
"

,
n E IN o

,
wir benutzen Induction

fo = I - s diff . mit fo
'
= o

f. Cx) - x -s diff . wit f 's Cx) = 1=1 - xo

Hyp : fn diff . mit f 'next = nxn
'

fat , Cx) = xn
"
= fn Caf, Cx)

Leibniz
⇒ fnta differenterbar wit

f-
'
nu CN = f'n CN fr CN t fnWf 's ex)

=
n x
"-I t xn . I

= (htt) x"

(2) Wir benutzen

Satz : Sci III an X" Potent reihen mit Korn. Radius R > 0
,
die

Summe f ist auf I - R ,
RC diff . mit

f- ' Cx) = an t Zaz X t 3 as XZ t - - -

+ A

=nEo Cnt 1) ann X
"

( " wie ein Polycom mit grad t a
" )

Dann fo Igt :

exp
'
Cx) : exp Cx)

= I txt f÷ t t 4¥ t . . . t n×÷
nan-7

→ exp
'
HI = 1 txt f÷ t - - -

t
#

t . . .

I

=

exp Cx) .
¥

.



cos
'
ex) : cos IN = a - II t '¥ - ×÷ t . . - tf:}! x " t . . .

→ cos 'm = - x tf't . .
.

+ {In÷2nx"
-'

t - . .

-

C-t )
"

2h - I
= X
(2n - 1) !

= - sin (x)

(3) log = exp
-1 ( exp : IR→ To

,
tac)

exp
'CN to fiir alle x

→ log Bt differenturban auf Jo , tac wit

1
"G""'

exp
' ( log ex))

= exptclogcxs) = I
(4) fix ,=xa=eab8 = (expo g) Cx) wo g Cx) = a log Cx)

↳ diff . weil log Bt

Kettenregel : f diff . mit

f-
'

cxs= gkxi . exp
'

CgcxD

= Az ealogcx) = Az ×a= axa-1

(5) arccos = Uenkehrfunktion con cos :[ o , a]→ C-9,1 ]

cost = -sin

sink) so fiir Osx ca -s

circus : I - 1, 1C → 30
,
a [ ist diff . mit

1 a
arccos

'
Cx) = = -

cos
' (carcass Cx)) sin carcass Cx))



I
= -

VI - x 2

(wit : sin ( arcos ( x))Z t cos Carcass Cx))2=1

⇒ sin carcass Cx)) = 9 - X2
*

⇒ sin ( arcos (x)) = NII Weil arccos Cx) E CO
, a])

*
cos Carcass Cx)) - X

f tf
-next)

= x

Beispiel : fix, = log ( atNMT)
I = In

,
t a [

f : logo g wo g
CN = xtNxzT

→ f- auf I differenterbar wit

f'=8
g Ex)

(rn
'

=

' g' IN - It so

A- {I } flexi - Utv,¥ ) . xthvxzy

§ 5.2 Abteilung von Grenzwerte :

Bem : Falls fn : I→ IR Korveragent gegen fix) fiir xe I ,
und

jede fn differenterbar ist , forget nicht immer , dass fdifferent
erbar ist

,
auch wenn fn → f gleichmiissig -

BIP : jede f : [ 0 , I ]→ IR stetg
sind gleichmiissig Grenz -

Wert einer Fo Ige von Pol gnome .



Satz : Ic IR Intervale
[5.2.23

n c- IN , fn : I→ IR different erbar

f : I→ IR 274 Check I

Hye. . f'n sind stetig
• fn → f gleichmissing auf I{
④ fn

'
→

g gleichmiissig auf I fiir eine Funktiong

⇒ f ist auf I differenterbar , und f
'
=

g , g stetig .

[ ( linmfn.)
'

= linin f-
'

n
]

Beispiel : ( an ) , Zan
n

mit R > 0 ( Konvergenzradius)
+A

fKK E an x
"

,
X E J - R , RE

n
-

-O

= him Sn CX) Wo

n→ a

Sn (x) = ao t a , X t - - .
t anX

"

sin Cx) = an t Zazxt . . . thanx
" - I

Sn→ f gleichmiissig auf T - r, r C fini r c R
s
'
n =p . Summe von ¥10 ( nth) ant, X"
-

hat R > oats Konvergentradius
Sn
'

→ g auch gleichmassig auf J- r
,
rc

Satz : ⇒ f ist differenzierbar auf J - R , RC
wit f

'
Cx) = lims'n =

'

II Cnt 1) ant , x"
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§ 5.4 Globale Eigenschaftender Abteilung :
themen des Kopitels

f : I → IR
,
I c IR Interval

I auf I differenterbar

A r

§ Signum un f
'
w -s ist f { wfaahhiendd.br?beantwortbar .'El -

¥÷÷r÷nif
3

Def : llokalextremwm)

f
f : I→ TR

,
I Interval a

↳Kalman.
Xo E I f

in.

- fixed

① xgamneissutg.Y.li?sYYT:txo.s*tsg#fcxIZfcxo
)

Xo

T

fiir x E I und l x- Xo I c S
'
lokalminimum

② Xo heist toKalmaximum falls es gibt S > 0 so class f- CH E f exo)

fiir XE I und Ix- Xo I e s

③ Falls ① oder ② gilt
: Lokalextremum f- toKalinin oder toKalmar

.)

Satz ( Lokalettremumsatz) :

Ic IR
,
Interval

,

f : I→ IR
, differenterbar

Sei XoEI ein loKalman- mum
,
nicht Xo = MinI Oder Xo = Max I
=

(wenn sie eaistieren)
.

Dann gilt f
'
exo) - O



A Xo
I Steigung der Tangent ist O (Abteilung -- o)

Min fcxtsfca, Mf

XE [a
,
b] ×→

1) I I 7

a b

f-
'
cat> o

Warum ? 7. B . Xo Lokalmaaimwm :

fix) E fcxo) fiirlx-xolc.se

,
I → fiir xoxo ,

Ix- XoKS

/ x fcxol - f- CN zo
X Xo Xo -X

fiir xoxo ,
Ix- xolcs

TY: t
""
so$

V

Aber
f-Ho) - f - f ' lxo) so class f-

'
exo)70 f'KokoXo -x x→ Xo

XF Xo -

f-(Xo) - O

( geht nicht fiir Plate , die das Max . IMin . des Intervals sand !)

Bemerkungen :
① Das ( Satz) gilt nicht fiir Xo - Min I oder Xo- Max I ; (aber z.B .

fiir Xo
-

- Min II) ein lolcatmaximum folgt f'rlxo) = f-
'
exo) EO .)

r

↳ fiascoK ,
a b



② Es Kann sein
,
class f

'
exo) = 0

,
(und Xo t Maki , Xo 't Min I) , aber

Xo ist Kein lolcatentremum.

E.B . f- Cx) = x3

f- '107=0 ,
I- IR

aber O ist Kein loKalextremism !

"
Kein lolcateat- remain !

③ Anwendung Crom lokalelextremumsatt) :

I= [ a
,
b]

,
a<b

f : I→ IR differenterbar

f. stetigs ⇒ es gibt xo , x.
wit

f exo) = Gay fix){ fun -- Yin
.

fix)

Method : 1 . Eisen die Gleichen -g f
'
Cx) - o ,

X E I
,

(MaalMin finden) Sei X die hisungsmenge
2 . Wir berechnen

f- IN fiir x e X

¥:
und dann ist

Maa f CN - Maa { feat , fcb) , fcxo) fiir Xo E X }
XE I{ thin fix) -- Min { feat , fast , find fiirxo c- X }



Sate : (Mittelwertsatz) : r

f
f

Ic IR Interval ← steigungflbtf"

f : I→ IR differentiabar
✓ b-a

l l l 7
acb in I a c b

Es gibt CE Ia , BC mit
fcb) - flat

= flee,
I b- a

mindestens eine

( d.h
. Steigung von c =

Sleighing der Geraden ab ( Parallel zueinander))
.

(Warunrest diesersatz so wichtig ? )
:

⇒ Kor : Ic IR
,
Interval

f : I→ IR differentiabar

H f Bt { wachsend fiirxe I

f- attend
⇐ ( f

'
Zo

f- ' ex) Eo fiirxc I

(2) Fake f-
'
Kiso fiir alle KEI / pst( f ' co fini alle xe I

f- strong { Wachsendf-attend

warm ? fist wachsend ⇒
f '" - f"" Zo fini alle x # Xox- Xo

⇒ f
'
exo) 70

Falls fkn 20 auf I und xcy in I
f-
'

Cx) > O

Mittelwertsgtt ful - f- 'Y) = file) 70
x - y so

⇒ fixe fly)
fix a fly )



z
.

B
. G) fix) - e"→ f

'
Cx) = ex > o

→
exp ist streng wacksend auf IR

H f- Cx) = cos Cx) auf [ 0 , it]
:

f-
'
CH = -sink)

,
sin Cx) > o fiir Oc x c T

→ cos Rt auf Jo ,tic Streng fattened

Gegenbeispiel ( zum Mittelwertsatt) → falls f nicht auf I
different erbar ist :

^ fix) = IN auf R
a=- n

,
b = 9

fcb) - flat = O⇒ Steigung b - a

aber f ' = { y ,
NO

,
× SO

I I 7
- y 7

und f ' lo) existent nicht.

Beweis vom Mittelwertsatz :

Idu : Lokalextremumsatz benutzenfiir

a gun
-

- fix, - (TY!:b
"

ex-as + fear)
-

X y
- Koordinate

xI
× y= f- Cbl-flat ex- al t feal

b - a

l l l >

a X b



g
: I→ R ist differenterbar and stehg
Es gibt ein Minimum lein Maximum fir g .

Weiler ist g lat
- O -

g Cb)
-

⇒ falls g nicht immer O Bt , ist entweder das Maa
g oder Min g

nicht O
.

( Oder g CN
- o fir alle x ⇒ in diesem Fah ist flex, =

t '"- fed
b-a

fiir alle x.)
-

Wir nehmen an : Maa
g
> 0
; sei Xo wit g

(Xo) - Maa g
Cx) ; dann

ist { Xo * aXoF b

61calentiremumsatt : g
' Hot

-
- O

11

f- ' exo,-
fcb) - teal

= o
b - a

-

Steigung der Geraden .

Kor2 ( Annendungeon vom Mittdivertsat)
:

Ic IR
, f : I→ IR f differenterbar

f- Tst Iconstant auf I ⇒ flexi - o fir alle XE I

weil ft '"Iffy ) = f ' cos]
Kor3 ( Abschintzungen von f CN und f Cy)

I - Ca
,
b]

, f : I → IR differenterbar , mit f
'

stetig .
⇒ I fcxtfcy) l E M Ix- yl

( lipschitz - Steig)

mit M= Man I f 'Kil E IR t
X E Ca

,
b]

weil [ It" t '" I = Heal em]



Beispiele :

G) Funktionen studieren :
I
"

tanks -- suis , auf I - F.
'Il

tan Bt differenterbar auf I ( Weil cos Cx) # O fir XEI and
cos ,

sin Sind diff.
' bar)

cos Cx) - cos CN- C-sink)) sink)) 7
tan' Ext =

cos (x) 2 cosG)2 I
× ← I

( Hgs
'
-
f 's -gas't ] ⇒ tanicxiso

⇒ tan Bt strong Wachsend
line sink)

= - a

x→ -I coscx)
Z

x> - I
2

him
sink)

= ta ( n durch ein "

positives 0
")

x→Z cos Cx)

XC I
2

i

r i
l l

Das Bild ist IR l l

l l

Ill 7
"

a
tan ' lol -4

-

2
, i -2 asI' l
l staging an a-o ist 1 .
I 1

,
I
/

tan:]- Iz
,
It [ → IR ist bijektiv

arctan : R→ ]- Ez , Iff ist die Umkehrfunktion ( sie ist auch

- differenterbar .)
1

⇒ arctan ' Cx) = = . . .

tan' (arctancxl)



-

-

1 cos CN't sink)
-

tan ' H) =
cos (×,

z
=

cos (×,z
= I t tan(x)

'

' ' '

⇒ tan' ( arctanlx)) = It tan Cartan(xD
'

-

= It XZ
-

- . .

-5 arctan
'
Cx) -

g !×z

(2) Newton'schess Verfahren :

Ziel : Gleichun
gen f ca

- O IESen .

Hy# th f : Ca, b ] → IR
, diff

' bar
.

, f
'
auch stetig

(2) f-Ca) co c f Cb)

est f streng wacksend . [ ⇒ Ego 8-dbutgwn.mawyimfch.is?oY ]
'

fA l X I 7

b

x

Idee von Newton : Xo als GrenzWert der Forge (xn) new finder , Wo

Xa = eine Zahl im Interval I- [ a , b]

ruffs? fan. . -- xn - t.Y.mn, in ' '
Falls die Fodge konvergiert gegen y ,

ist y
= y
-

t 'Y) ⇒ fly ,-- o
f ' Cy )

"

wenn die Forge konvergiert , muss
sie

gegen die
to
sung konvergieren

"

Was Bt die Bedeutung dieser Formel ? Idee von Newton ?



⇒
.

xn+z
Xntn

= die x- Koordinate des

Durchschnittpunktes
z.net X (xn , f- (xn)) zwischen der x- Achee

tu und der Tangente an xnta a

l l l l l 7

Arts Xn b

t

Sindy
-

et viel niher an der tosung
!

mit dieser Method der Tangente

V20

[ Tangente : y
- f- Hnl - f ' Cxnl ex-xn)

Durschnitt mit x- Koord- Achee :

y
-

- o ⇐ - fcxn) = f
'

lxnllxntn-xn)

⇐
xnti.im - thin's ]

Beispiel: fix = x2-c , c > 9

( a- O
,
b - c)

or

f- (x)- o ⇐ x - re

Newton : x
,
- c

. .

'
o

'

xn-i-xn-te.is:
Xn2 - c

= kn -
2km

Sluipt 2.8.5 → = It {×,
= I Cant can)

I
diese Forge konvergiertsehrsehrsehr schnell gegen Tc
(R Antahl der richtigen Ziffern jedes mal durch 2
multipliziert ) .



§ 5.5 Hiihere Ableitungen
f-. I→ IR I Interval

f- differenterbar-s f
'
: I → IR

Def : k E IN
, f : I→ IR

Die k- te Abteilung fth' ist definiert durch forgenderekurn.ve
Definition:

f-
"'
= f

'

falls f diff
' bar ist

und fat = (fck
-m)

'

fans fck-" diff ' bar Bt .
Notation : f

"
- f" , f

" - ft'

Bemerkungen:

G) falls fck
)
existent

,
darn ist (feat)

"! flatb) fir atb ⇐ k
k) Manchinat definiert man f

'"
-
- f

(3) Wenn f , g k Ableitungen haben ,
and a, b Sind in IR ,

ist

af t bg auch k -mal diff
' bar und

( aft bg)
'h'

= af
'm

+ bgck)

Def : I Interval in IR

KE IN

CkCI) = { f : I→ IR I f Bt k- met diff ' bar und= f-
'h'
istEj }

CALI) - { f : I→ IRI f E Ck ( II fiir alle ke IN }

CII - CCI) = { f : I→ IR I fstetig } C Die Menge von stetigen
Funktionen .)



Bernerhunger
:

Ca) ch CI) C Ck-' CI)
Cz) chCI)

,
C
- CI)

,
coCI) and Vektorranme Tiber IR .

Beispiel : C5.5.53

Eine Funkti on f : IR→ IR die diff ' bar ist aber nicht in C
' C IR) :

O
,

X-- O

f- IN' { v.sin (I) ,
x # O

Man iiberpriift -- f
'
(07=0 aber f

'CN ,
x> 0 hat Kein Grentweet

.

A XZ

-

①# s

-XZ

OstHier't Seher Seher Schnell
wenn x Kleiner und Kleiner .

→

Abteilung oszilliert ⇒ Kein GrenzWert

Satt ( Leibnizsche Formel) :

k c- IN
, f , g

: I → IR
,

k-mal diff ' bar , dann ist fg auch

k-mat differenterbar and

Cfg)
k
Cx) - fkcxiglxtkfck

-"
ca g

'exit ( E) fck
-"
ex, g

'"
exit . . .

+ ( tf) fck
-tha

g
CI'exit . . .

t gli) Cx) t . . . t fix, g" ex)
k

- E (f.) for-D ca g't
'
ex)

j=o



d.h
.

.
heh : Cfg )

'
- f-'gtfg '

F- 2 : Cfg )
"
-

- f
"

g t 2f
'

g 't fg
"

( EB . Cfg ) " - ( Cfg) ' )
'
= Cf 'gtfg ' )

'
- ( f'

'

g tf
' g' It If 'g ' tfg ")

= f-
"

gt2f
'

g
't fg

")

Beispiel :

41 Alle Polynone f : Is I SIR Sind in CA ( IR) ; alle f
'"
Sind auch

Polynone .

Cz) exp : IR
→ IR Tst in CCIR) und export -- exp , four RE IN

(3) cos : IR → IR und sin : IR→ IR sind in CA ( IR) mit

cost = - sin sink cos

cos
"I - cos sink) = -sinDifferential

-

cos I sin sink - cosgeeidvm
'T

cost = cos sink's sin
<

-

(
c

l l

(

(4) log : Jo , t al → IR ist in C
- ( Jo

,
tac)

log 'cxI⇐I× , log
"
Cx) = ( F)

'
= - I, - . .

log
(Nex, = c.pk-1 Ck- e) !

xk

(5) fix) - X' , at IR
,
I- Jo

,
ta C Bt in C- ( II -_ c- (Jo

,
to [ )

und f
'

Cx) = axa
-1

f-CHIN = a. Ca -e) - - - ca- fete)×a
-k

-

:

fth)Cx) - al a -r) - - a ca- ku) x
"-k



(b) arcsin und arcos sind in CA (T- 1
,
nc)

arccos
'
Cx) = -

y!×I , arcoin' LN = yf
Sind unendtich mat cliff ' bar als Verkniipfungen von C

" Funktionen

[ z -B . try o ca- xz)]

Satz ( 5.5.87

Falls Eanxn hat R > O als Konev
. Radius

,
ist die Summer

f- E C- (I- R , RC) ( C
-
( IR) falls IR - t a ]

und

f- INCH = II (nth -
c - (nth) an+a X

" Ck E IN)

[ E.B . f-
'

IN =nto CntManta x" ]
Ins besondere : fth)Col = k ! ah

f Ck) co)⇐
ape k !

(⇒ die Koeffizienten Can ) sind durch f bestimmt) .

Souderfall : f Polynom con Grad RE No

f- ist eine Potentreine mit an- O fiir n 7kt 1k-j
⇒ felt

)
Cx) = I Cnt 1) . . . (ntj ) an+j X

"

h=O

D.h . : fck) Cx) = konstante Fun lotion Cto) = k ! aq
T

( k-- Grad des Polynoms)

f 't
'
ca -- O fiir j z htt sind alle E



Bspe C Anwardung von hiiheren Ableitungen) : ( Beide wichtig ? )

Ungleichungen :

f-iir XE IR , sin Cx) Z x - If
f- Cx) - sink) - ( x- GI )

Ziel: f CH 20 ; f- Co) - O

f- ' ex) = cos Cx) - G - II )

f- ' Co) = 1 - 1=0

f-
"
(x) = - sink) t X

f " lo) = O

f-
"'

ca = - cos Cx) th

⇒ fb) Z O C - cos Cx) th Kann nicht LO sein ! )

⇒ f
" est wacksend ,

so

f-"
'

ex) I f
"
co) fiir x Zo

- o

⇒ f
'
ist Wachsend so

f-
'
Cx) Z f

'
co) = o fin x 70

⇒ f Wachsend so

f-Cx) Z f co) - o fiir x Zo

sink) 7 x- FI fiir XI O .

⇒
gute Method um Ungleichungen zu beweisen I



§ 5.6 Konvexefunktionen :

Def: Ch) Eine Teilmenge
Ac IN heisstkonvex falls :

f-Er alle at b in A ,
die Streck zwischen a und b in

A enthatten ist .

^ 1/1,
Konvexe Menger

b

4/1/11 Hi
a.

(
Die streak Tst die Menge
ta th -t) b

,
t E [0,1]

>

[ d.h . fiir alle a und b in A und te co , I] tat H-t) b C- A ]

t can , az ) t Cl
- t ) Cba , bz )

= ( tant ca -t) by , tout la- t) bz)

( E Vektomaum in IR
' )

(2) Ic IR Intervale

f : I→ IR heist konvexefunkti on falls die Menge

Af = { Cx , y ) E 11221 y z f ca } Tst konvex.

^ a \ y=x3
y=X2

"-

H
. XX

\ T fcxkx
'

auf IR
a
X nicht ist nicht Konex .Konevex EA
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Satz : Ic IR
(5. 6.2)

H f : I → IR konvea ⇐ fiirakea-ty.in I, und TE Con ] ,
es giltfctxth-tiyktfcxtcn-tlfcyigraphisch.ir
I ↳ Def . von konveaefunktion .

fey, . ytf t.tt#fcylgeometn-sch : Der Graph conf ist
-

unter der Strecker zwischen

fix -
- '

f. It*th-Hy)
(x , f- KD ,

and Cyifcy))
T

l l l >
konvexefunktion : dies gilt fir

x y alle x , y
(
txt Cutty ,

TECO, 73

E- a → txt u-Hy -- X
t-- o → tx th-Hy- y

(2) Wenn f : I → IR konveatst , gilt :

h E IN

a
,
. .

-

, xn in I , ( xi # xj fiir I# j )FW {
pa , . . . ,pn in co

, a ] ,
mit pat . . . tpn - 1

ist ftp.xnt - - - tpnxn) Epnflxn) t . - -
t pnfcxn) ④

[ E.B . n=2
Ant Xz

Pntpz -_ 7

Sei t- pa , a-t=pz

④ bedeutet : f Ctx , t ca- tlx.IE tfcxn) th-tlfcxz)]



Satz : Sei Ic IR
, f : I → IR

" ' b -4)
fam f E ECI) [ d.h . f-if

'

if " eaistierenanf I & send stetig ]

dann ist f Konex ⇐ f " Cx) Zo fiir x E I

⇐ f ' ist auf I Wachsend

E. B. G) fix -- et auf IR ist konvex

( f " = ex Zo)

(2) fuk Xk auf Rt ist konvea fiir he 77 ( f
''
-

- k Chyna)
Xk-Z ]

nicht CO

aber nicht Komen fir Oc Kc 1
E. B

. fCN- Tx nicht Konica
r n

✓
×
"
"
k"

#✓
> 7

¥" fwm
- now.



Ideenfiir Dennis : ^

Falls f Konex ist : ¥1
l l S
x y

Man sieht "

geometnsch
"

,
class f-

'
CHE f ' ly) gilt . tfurxsy)

⇒ f
'
ist Wachsend

Uurgekehrt : hehmen an , class f
" 30

→ ( f ' ist wacksend)

ya
wenn der Graph nicht

fly)-
(tifft)) x Oberhaus der Streck ist . . .
x

Dann ist f-CHEECH , figs
- fat

f-Cx) - x y- z
H l'

l l ' s x f ' Cc) ft Cd)
x z y

CE (x , 't] de Ct
, y]

⇒ (Abteilung) f ' ist nicht wachsend

Einige Anwendungen :
cm ( Young Ungleichung)

PE 31 , ta. C

Es gibt genan eine Zahl q
> 7 mit pit # = 7 (z-B. p- 2 ⇒ q=2

10=4 ⇒ f- Iz )
Fir x

, y 20 gilt

xy
E the



Beweis : -2.13 . fat = - log Cx) auf Jo , t AC

f- ' ca -- - ¥ , f-
" CN = IT ⇒ fist konvex

Insbesondere : fair O - xcy
:

- log (Etty) E - f- log Cx) - Iqlogcy)

⇒ mitthnurtiplizieren : log ( F- thy ) 7¥ log Cxlthqlogcy)
"Is pithy > x

"
y
't

Fir x-- up , y
- v 't forget

ur EY÷tVqt ( Young - Ungleichung)

Kor . ( Holder - Ungleichung)
(5.6.67

① P" , p1tgI= I
KE IN

, xi , yi ,
I ⇐ IE k in Q

III. xiyil ⇐ (Elixir )
"
't (I. lying

"

[ z -B . p=q=2

IExiyilec-hlxifl%cEly.ie)" ]
Ten 5=7

Cauchy - Schwarz - Ungleichung
② ( Minkowski - Ungleichung) RE IN

, xi , yi in
Cl

( Ei lxityil " )
""
a- (Evil')"'t CE lying

"

im in

F-rage
: ist x

'
konvex ?

n

ttangt vom Wahl des Intervals I ab !

tf'YnI"sa fiirxe I / >

f-" Cx) = 6k

⇒ x
'
ist auf Rt Korver , aber nicht auf ein Interval I , das

eine negative Zahl enthattet .



§ 5.7 Taylor Polynome :
Idee : f E Ck CI)
=

Ziel : Polynome mit Grad E k finder , die f in der N
-

a'he can Xo

"

am besten
"

appronimieren .

he 1 : f E C
'
II)

f- exo ) t Cx - xo) f ' exo) Polynom nom Grad El
,
das f

"

gut
"

app roximiert in der Nathe von Xo

Def : k c- IN ,
I c R Interval

f : I→ IR
,
k mah differenterbar

Xo E I

Das Taylor - Polycom von Grad E k an der Stelle to ist .

f-Holt ex- xo) f ' exo) t
"

I
""
f
" exo) t . . .

t
'×-

E?
"

f
'"
exo)

f-
"

If =iEot"i"×.si
Bezeichnen : Thf ( x; xo)

( Taylor
- Polynom von Grad ⇐ he fiir f , evaluiert an der)

Stelle Xo fir x .

E.B .

① f Cx) = ex
Xo- O : f

Ck)
(o) = e

°
= 1

-D Tlhexp (x; o) = I txt It . . .

t
Ik
k!

x.= 9 : f
CH

ca) = e
"
= e

→ ThexpCx; 9)
= et eCx- a) t ez Cx-a)' t . . . t ez, Cx- a)

k



② fix - g
?
× ,

Xo
-
- O

→ Tnexplx ; o) = I txt . . .

t Xk ( Eder
geom .

Reine Xk)

③ fcx7= aotanxt . . .

t adxd
,
ad -40

Xo
-
- O : Thf Cx; o) = aot - . . takxk ; k Ed

Tuf Cx ; ok fcxl ; k > d (Weil flit -- o fir is d)

xoto : k- d oder K> d

→ Tuf Cx ; Xo)
-
- f CH fiir * EIR

f-Holt
"

Cx- xolftcxolt . . . t%! fldlcxo)
Satz : (Verallgemeinerung com Mittelwertsatz) "

Taylor Formel mit Rest-
(5.7.31 flied nor Lagrange

"

KE Noi Ic IR Intervale ; f : I → IR

Hipp : f ist ( Ktn) mal diff ' bar
Sei xoe I

Fiir XE I gibt es c zwischen X und Xo sodass

f- Cx) - Tkfcx ; ×.> +
f-
'ht"

cc)

( Ktp !
CX-

xoykt7-fcx.it
. . . tt"!c× - ask + f-

"""
cc)

(Ktp !
CX- xoykt I

E.B. K- O : fix = fcxo) = f-Holt f-
'
Cc) Ex- Xo)

→ Mittelwertsatt !

k=n : fix = fix. ) t ex- Xo) f-
'
exo) tf" (x- xo)'

Beweisfiir k - l : xo - O

Ziel : fix, = fast af
'Colt f-

"

f" x' finder !

Es gibt a c- IR sodas fcxi - f-Colt xf 'cost IN



Sei g Cy )
= fly ) - ffloltyf ' colt # ya) fiir ye I

Es gilt : geol - O{ gun -- o
g
' ly ) - f

'

Cy ) - Cf
'cost ay)

⇒
g
' Co) - O

g
' Cx) - f kN- fico)

g
" Cy) - f

"

Cy) - a

Faun : g
" Cx) so ⇐ f

"
Cx) > a

Falls es gibt heine c wit f
" Cc) - a

, forget dem f
"

Cy ) - a > 0 fiir alley
⇒

g
"

ly ) > 0

⇒
g
'

Cy) Wachsend

⇒
g
'

Cy ) 70 weil g
' CN - O

⇒ gist Wachs end

=D glo) = gcx) - O Widerspruch ! Fkt . muss Wachsend sein.

⇒ nicht niiglich .
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Kor : (Satz 5.7.37

f : I→ IR
,
Rtl mal diff

'
bar

Sei ME Rt so dass If
'ht"

ex, I E M fiir xe I

[ z . B. I= Ca
,
b)

, f e d
't'

CE) ]

Dann gilt fiir x. c- I, KEI
M

l fix) - Thf ( x; xo) / E Ix- x. (
htt

(htt) !

(Nur wit't lick wenn Ix-xol klein ist , so class Ix- xolk
"

Kleine ist . ]

t
-
B
. fix, = cos Cx)

Xo
= O

→ = a-
'It 'Ia

cos Cx)

- Tz- I - If

Approximation bei x= o ist sehr gut , aber fiirxgiisser Schlechter & schlechter .

Bsp : fix = log 11 tx)
I- T - n

,
t A. C

, Xo = O

r f (Xo) - O

+ f- ' CN - Ttx

[ f- " W- - £2, if
"'
ca -¥, i

- - - , f'"ca- FYI!}! task'

Tkfcx; o)- x- LI tf t . . . t t
'?!
"

Xk



Fiir x=2 Coder x> 1) ist die Edge Tuf Cz ; o ) nicht konvergent :

Thf (2; ok 2- Iztfg - . . . +
tbh-' 2K
k

( Particle Summer einer Reine mit Guidera nicht → O )

Sei - 1 excl : Iflkthcxy e
k !

17 txt Ktn

⇒ flogCltx) - (x - Ift . . . + fuk
-iz ) ) is k ! klkt '

(htt) ! Htclktl ,
C Zwischen

X Und O

Falls 0Excl : c 20 ⇒ I 7+427

→ I logGtx)- Cx
- Ez t . . . +Hit

'

1) IE fan 1×141 so
k→ the

spoiler : Ling,Thf Cx; o
) -- logGtx) fiir - a excl .

Kor : KE IN

f: I→ IR , f- Eck
"
CI)

XoEI

Es gilt : f-4) = Thf Cx; xo) t Cx- xoskrcx) ( rcxo) -- o)

Mit Kim r Cx) - O
X-7 Xo

wmm ? It "' II:!;n"
"'

ly't ex- as
✓

beschr-anktfiirlx-x.IE 1
Weil f E cktn

Anwendung : Grenzwerte

Lin
.
gtx's , { throg (Xo)

- O



L' Hospital Regehr :

Falls f, g an Xo diff ' bar sind , und g
' exo ) # O

,
ist

Es: fi=fg' (Xo)

( this .- t ':¥
.

""
- E. Ig .. -' fan .g÷)

E.B. him Is = f- = y
x-70 SirCx)

C

Weil : (ex-1)
'
= ex

sin'Cx) = cos Cx)

→ cos co) = I

hit Taylor- Polynome :

fgY↳ : wir verswhen f , g mit Taylor Polynome tu ersetzen, sodoes
der GrenzWert " Klar " ist :

f- Kk Tnf ( x ; Xo) t Cx- Xo)
"
rn (x)

gw
-
- Th" g

Cx; xo) t ( x- xo)
"
re Cx)

Falle z. B . f- (Xo)- f ' (Xo) = f" Go7=0 ,
ist

fir k> 3 Tuf Cx ; Xo)
=

'

f Holt . . .

Fir k
,
k'

gross genug , erhattet man die Approximation
k-a

(x- Xo)

fix) Ck-n ! f-
'""

exo)
-

gCx)
=

(x-Xo)
"-n

Ck' - a) ! g
Ck-"

exo,

= Cx- ask
-k'

a

Ch'- a) ! fck
-"
exo,

Ck- t) ! glh
'
- 1)
cxo)



-2.13
. costa - at 7him

.

x -30
sin (Xd)

f-' CNE - sink)tx , f ' co) - O

g
'
Cx) - 4×3 cos 1×4) , gko) - O ⇒ ( ' hospital nicht miglia

anhand Taylor- Polynomapproximieren :

fix, -_ n - Et II, - It trncx)x4

×4
=

Tat x'
'tr
, Cx) , rn

Cx)→ O
x→o

glxl : sincykytyr.ly ) , racy )→ o

y
-so

gilt sin (x4)=x4tx4rz 1×4) , r, Cx4 )
→ O

+→ O

→
coscx) - at

=

FIT tx4riCx)
- I:-X"sink't ) x4tx4rzCx4)

⇒ tryCX)
= = 424

7 trzcxa,
→
¥
7 =

r

Grentwert existent
,
und Bt
)

Grentwertebestimmen :

① L' hospital ' sche Kegel
↳ wenn g'cxoI=0 . - E

② Taylor - Polynome

Falls : f' lol- o ,
g' cos - o ,

f
" lol #o

(Xo- o) g
" Co) #O

f- Cx) = f-
"
Colt x'rn Cx) , rn

,

Cx)

I

gcxk Izg" Co) txrzcx)



f-Cx) Eff "co) tern IN
=

If " lol tr, Cx)→

G"
=

Ez g"co) txzrzcx) Ig "
co) +r

,
c×,
→ gta

"

Tf.XZ
Grenzwert

Bernerkung : Es kann sein
,
class f- E C

-

CI) ( x -met diff
' bar)

Aber Thf Cx ; xo)→ f- Cx)
k-7 ta

Es Kann sein :

① Thf ( x ; Xo) konvergiert nicht wenn Xt Xo

② Tnf Cx; xD konvergiert fin alle x , aber gegen GCN # fcxs

fiir x# Xo

letzte Annendung von Taylor - Polynome :

fg.of.to}
: KEIN

, f : I→ IR
, fed

'
CI)

XoE I
,
nicht das Max/Min von I

Falls f
'
exo) - O

,
und es gibt j Ek

wit f
' (Xo) - f

"
(Xo) = . . . -- f 't

"
(Xo) - O -2.13 . f-

'(Xo) -- O{ f 't'c×. , ⇒ o f " Koko
(j=2)

Dann gilt
:

① falls j ungerade Bt , ist Xo nicht ein Ideates Extremism .

② falls j gerade ist , ist Xo

ein loKates Maa. falls f
'd) (Xo) co

{ ein lohates Min
. falls f

'd'
exo) so

e.B. fix) - XJ , j E IN
Xo-O

f-' co) = .
. .

= f
'J-" co) = O



f-
H'lo) - j

! so

j ungerade ( hier x3)

j gerade ( hier xD

Insbesondere : falls f ' (Xo) - O , f
"
( xo ) to

,

hat f ein { ↳hates
Max falls f

"
exo, so

lokales Min falls f "exo) so

Warum? : Tjf Cx; x.k
t "!!" ex- x.sit foxes

→ fix, - f exo, r
f"!!" ex- x.si

hat das Signum von f
" '
(Xo) Cx- Kost

j ungerade : das Signum iindert sich zwischen xoxo , xoxo
⇒ Kein lohates Extremism

j gerade : das Signum ist das von f
't' exo)

(fir x in der Nine non Xo)

Beispiel: n E IN
con, tac put to muss separatiiberlegen .

f- IN=Me" ,
x E Rt

Hat f ein Min ? ein Max ?

f- ' Cx) = n xn
-he-X- xn e-×

→ f Kann nur lok. MintMaa an x- O o der a- n haben

f
"
= xn-2 e-

× [n Cn-1) - znxtxz] (berechnen)



fiir x- n :

f-
"
Cn) = - n

"-'

e
-n

co

-S X- n ist ein lohates Max
.

fiir n-- 4

mix
bei n-- 4

[

XE (O
, t
a C

Kap 5 Zusammenfassung
① Def. von f

'

als Grentwert ( um Grentwerte tu berechnen)

sink)
Z . B . him ×

= sin
"

(x) = 1
x-so

② Rechenregeln ( insb . Leibniz , Kettenregel)
③ f differenterbar → f ist stetig
④ Mittelwertsatz and Awwendanger

↳ Kriterium fiir ein lohates Max . I -Min . Ct Kaiten- um mit
Taylor- Polynone)

⑤ acts
⑥ Konvexitiit t kriteriwm mit f

"
20

⑦ Taylor - Polynone t Lagrange Formel t Anwendungen fir
Grenzwerte tyYY, → ?


