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Satz I. 3.12 ( Charaktensierung von Abgeschlossenheit
Sei Ac IRD

i) A ist abgeschlossen ( d.h . Rd IA often)

in) ht Folger von Punkte in A (( Xk)↳ in hint XkEA ) s . d. Fxo hit him Xk-- Xo
↳a

→ damn Xo C- A

- ' Diese 2 Aussagensihdiiquivalent .

Beweis :

⇒ ⇒ in) letzte Vorlesung .

Behauptung : in ⇒ is

Sei A s. d . ii ) gilt . zu beweisen : A ist abg. btw
. lRdlAoffen_

T
Sei Xo c- Rd IA hehmen typischerweise das .

Fr >0 mit Brea c IRMA ? tx

Ik
IRD

NyI Irhghjrekter Beweis : nehmen wir an , class so ein

nicht existent .

d. h
.

VKE IN Txu EA n Bye ko)

⇒ him Xh-- Xo
↳a

Hypo these : ⇒ Xo E A Widerspmch !

⇒ die Behauptung D

! Satz II. 3.13 ( Charakterisierung der Kompaktheit )
:

KC IRD : dann sind die 2 folgender Aves agen iiguivalent :

i) K ist Kompakt

ii) K ist beschrcinkt & abgeschlossen .

(
d.h . If Tere von A

,
die

gegen
A divergiven .

d.h
.

FR> O mit KC Br co)

Lina De Windt
Text Box
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¥3
II. 3.14 Beispiele :

i) IB! lol = { x -- ( xn . . . xd)
,
¥
,
Xi ⇐ I } = Bid co) (Abschuss von Bada)

Tst abgeschlossen .
↳

abgeschlossene EinheitKugel in Md

ii ) Sei r beschrcinkt
.

BRA)
Dann ist I Kompakt .

Warum ? I ist abg . ( aus Def. )

r c Brio) ( da r beschriinkt)

⇒ STC 1BRco) ⇒ SI ist beschroinkt .
T

Grund : VxEr 11×11 - R

Xk E R Xk→ Xo ⇒ 11×011 EIR

T

konvergierende Fodge von Elementen

Beweis (Satz II. 3.13) :

① Behauptung : it ⇒ ii)

Sei k Kompakt .

Ist k tatsiitzlichbeschriinkt ?

→ Nach Satz I.7 : tstetige Funktionen f : K
→ IR : das Infimum &

das Supremum von f wird in Kerreicht .



d. h . Fxinf E K ,
FX

sup
E K wit{ flxinf )

= inf { fcxl , x Ek } ←Minimum

fcxsup) = sup { fk) , XE k } ← Maximum

wir newman: f CN - 11×11 1- lipschitz ⇒ d.h
. f ist iiberate auf Rd stetig .

⇒ F x
sup

E K mit llxsupll = sup { HXH ; X E K }

K C Bax
supu
lol ⇒ K ist beschriinkt ! ¢

K Kompakt ⇒ K ist abgeschlossen¢

⇒ Behauptung① berriesen
.

Die Reziproke :

②
. Behauptung : ii ) ⇒ i)

( K beschriinkt & abg . ⇒ K Kompakt )

Sei (Xk)he in Xk E K
C Rd

Xk
-
- ( xhi , ' -

.
'

,
Xkd ) ← d Folger !

( Xki ) kein ist eine Fodge von reehen 2-ahlen .

i!Y??dl×nil
E Hxkll ER Rso

11

Elixir
⇒ xki ist beschriinkt in IR

Nach Satz von Bolzano - Weierstrass ( Sk. 3.4.1) :



I deny → No

tteilfdge
Me
,
eh,
ist beschriinkt c- Bolzano - Weierstrass amender

p,w¥ Flz IN → IN monotone mit Reno each, 5×02

Bernerkung : Xhqoezck, → Xo
"

T

Teilfidge von einer Forge, die konvergiert !

-
- - d × BW annenden

→ Vi = 1
. . . d Xiao Ko . . . oldCk) → Xo

"

Wir haben dann eine Tutforge von Xu gefunden, fir wetche
alle Koordinator konvergieren :

Xo - ( xp - - - xod )

-' alle Element der Foye konvergieren ⇒ die Foye konvergiert !

¥
, my
Xhole . . . old Ck)

→
Xo

2. Hyp .
K ist abg . ⇒ Xo E K

⇒ K ist Kompakt D

gilt alles auch fiir alle
Andersen Nomen

.

I. 4 Topologischeskn-tenwmfiirstetigke.it
I.4.1 Definition : Sei r c IRD

i) Xo e r Ucr heist relative Umgebung von Xo in r falls
Fr> O wit Br exo) n r c U



ii) Ucr ist relativ offer falls U Umgebung von alle ihren

Punkten ist .

iii) A Cd heist relativ abgeschlossen , falls rl A relativ offen ist .

relative immer bet . einer Auswahl von r

II.4.2 Beispiel : r: = [0,1) weeder offer noch abgeschlo seen .

Y n s rso [0
,
r ) relativ often
9
( haben die negative Zahler vergersen

)⇐
C-r
,
tr) (offene Kugel )

II.4.3 Beemerkung : Charaktensierung vom Begiff
"

relate-v offer
"

U in r ist relativ offer genan
dann wenn F eine off ene

Menge von IRD
,
O wit u= rn o

Benois der Charaktensierung :

Behauptung① : Sei G offer (in Rd ) . Dann ist rn O in r

ruativ often .

Sei Xo E U - rn O ( Ben eisen
,
class U eine relati v Umgebung von Xo ist)

Da O offen ist (btw
.

IRD ) and Xo E O :

Fr > O wit Br Ko) C O

Br exo) n re Conr - u

⇒ U ist eine relative Umgebung von Xo

zu r

⇒ U - r no ist relativ offer .



Behauptung② : Sei U eine relater offers Menge in r .

Dann TO offer

( in Rd ) wit U = Onr

Baucis : txt U F r× > O wit Br
,
Cx) n r c U

T

Umgebung fiir x

y Vereinigung
G- U Br

,
(x) 3 U

XEU

Brxcxlnrcu
¥ On rou

U -

- Gnr

Satz II. 3.3 ⇒ O ist often

⇒ Behauptung ② berriesen .

2. Auss age
: A C d ist relativ abgeschlossen genome dann wenn F eine

abgeschlossene Menge FC Rd s . d. A = r n f

Beweis : A ist rdativ ab ge
schloss en ⇒ MA ist relater offer

⇒ FO often in Rd wit rt A = r no
un

rn CA ( in Rd )

Komp loment von einem Schnitt = Vereinigung von Komp lenient
6

( rnAT = (rno)
'

- NUO CANB)
'

= A
'

U B
'

= Cru ( A
' )
'

=
'
r U A

Cr' VAI nr =# u 04 n r = rn o
'

r

= Anr )
Komp tennent von einer offerer

= A Menge = abgeschlossene Menge
T
nach Voraussetzung



Satz I.4.4 ( Sk. 4.5.17

f : re IRD → IR
"

Xo E D
.

die folgender Aussagen and iiquivalent
it f ist an der Stelle x. stetig
Ii) V-E> o F S > O s. d.

Tx E R H x- XoH s S ⇒ Il fix) - fcxo) Il CE

iii) tt V Umgebung von f ko) in IR
"

U = f-
' l V ) bidet eine relative Umgebung von Xo in R -

T
Arbild ion V


