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III. 10 Extrema mit Nebenbedingungen
Za Einheitsspheire

✗ N ✗2ty2+2-2-1=0 = Glx, y ,
't)

sy

Annahme: Wir Sind beschiankt auf

(
HS dies Einheitssphñre

✗

ttohenfunktion : fix, y , E) = 2-

N . . Maximum

S
. .
Minimum

df= dz =/ 0 ← dfÉ0 ist nicht die ñchtige Beduigung ,
um die

Extremalstellen von f zu finder !

dg= Zxdx + Zydyt 2-2dz colinear . . parallel tueinander

Sei fix, y ) Ed ( IR"=RmHR , IR )

117--113^-1×113 Rn
-1T [ c- IR

guy ) ECYR
"

,
IR)

5- {↳ g) c- IR"^xR , guy 1--0 }

II. 10.1 Satz

Sei Cxo
, yo )

c- S ein Lokalmaaimum (btw .

- minimum) von f auf S .

y
Falls 0¥ Go , yo ) =/ 0 damn existent ✗ c- Rmit dfcxo , yo) + ddgcxo, yo)

= 0

wichtigevoraussetzung !

A heist der Lagrange - Multiplikator

Be_m : im Skript sleht l . wir betrachten in Ana 2 1=1 .

↳
an Priifung cinch : disomorphismus

Lina De Windt
Text Box
ldewindt@ethz.ch



II.10.2 Beispiele → sehrwichtigfiir neichste Serie & cinch fiir Pñifung !

5) IRZ gcx, y )
= ✗4- y

' -1 → wir bleiben auf den EinheitKreis & vergessen
alles andere Cdh

. Unser Welt ist nur innerhalls

fix , g) = ✗ City ) des Einheit Kreis . .)

1. Frege : besitzt f- endliche Extremalwerte auf dem Einheitskreis ?

d.h . g-
^ ( {03)

NY
-

Unbid von 0 sx

E- alle Pkte auf dem EinheitKreis

2. Farage : werden dies Extremwerte auf dem EinheitKreis erreicht ?

d.is . F? (Xo
, yo) c- g-

^ ({03) wit flxo, yo) = sup f ( btw
. inf f)

g-
' ({03) g-

'({03)

to : a) 5- g-
^ ( { 03) = 013TH)

-

p
1 Dim. sphñre = BÑ\B?co) ist abgeschlossen .

2) S
'

ist beschriinkt

⇒ s
'

ist Kompakt

3) fist stetig

=D die Extremalwerte Sind endlich & werden anf dem E-Kreis
Satz 4.2.3 im Skript erreicht

↳
d.h: Antwon zu dem beiden Frager ist

"

ja
"

Nun : Wo Sind die Punkte an welchem die Extremalwerteerreicht werden?

⇒
wir berechnen die 2 Differentiate : von f & von der Nebenbedingung g

{ dflx , g)
= City ) dx + ✗dy ←

dg↳ y )
= 2✗d× + zydy

←
covektoren

→ Wir suchen die Punkte
,
Wo bei 7 DEIR mit dfcx,g) + Aga, y ) = O

r n
in S

"
dicse 2 covektoren parallel 2-ueinander Sind



⇒

+ g) + 21111--0 Bem: c¥=zy ⇒ # ↳ y,=o ⇐> { Kiskun(x, g) = 1-7,0 )

✗ + ZAY = 0 ↳
wir meissen die Punktefx

, y) wobei dgcx,y)=0 Vermeiden !

↳ Weil fin diesepktefunktioniert der Satz nicht . . :(

✗= -2dg ⇒ 14×2+1)y2=1

City ) -4Ny einsetaen

(⇒ 4/12 =
1 - ya
ya

= ¥-1
u ⇒ City) +G- F) y=0

(⇒ Ay +
y
- f- = 0 1- y

⇐ zyzty - 1=0

⇐> 2cg +1) (y - 121--0
-5*-0

⇒ Nst : { 9=-1y=1z ✗=±Ez

A berechnen
.
-
.

flo , -11=0

f(% , E) =EzCr+ E) = 3¥ → Maximum

w

fl- ¥
,
E) = -Ezln + E) = -3¥ → Minimum
rn

die Pkte
,
an denen Max

.
btw Min . erreicht wind .

die 2 fly , 01=1
anderen

pkle ft-1,01 = -1
☐listen . - -

↳ direkte Reckoning da man den Satz nicht anwenden Kann .



III. 10.3 Warming 17.9.2 Sk
.
)

Warum -09=10
dy

unhand Bsp : Seiun : glx, y )
= ✗2- y

'

fcx, g) = y

g-
' ( {03) = { ✗2=y3 }

(×
, y ) c- g-

^ ( { 03) ⇒ y70

⇒ Min f - O das wird an 10,0) erreicht

g-Y{03)

dgco,o, = 0

dfco,o, = dy =/ o
}d - h - day * df ⇒ konnen Sate nicht

verwenden !

Bem : wir Kinner immer §l✗,y) einfuhren , wobeig~lx.gl = gly , ×)

& Bed . fir J = Bed . firing
Beweis vom Satz II. 10.1

( Xo
, yo ) 10kWh Extremism von f in g-

^ ( { 03)

\ ¥ 1×0,901=10 (Voraussettung )

| | Fhlx) so class

-

g-
^ ( { 03) n w = { (×

, had ✗ c- Brian }
v1

(Xo
, Yo )

IRM
v1

FCA = f-↳ him)

→ lokal Minimum von f in g-
' ( {031MW ist ein iiblicher lolcatminimum fiir F !

d.h : n
. Differential von F berechnen

. .



dflxo) = 0

Flx) = f. 041×1 wobei 41×1 = -(X
,
had

a

Brlxo)

dFc×¥ dfcecxo,) - dyad

Kettenregel "

3. Version (Xo
,
hlxo)) = ( Xo

, yo)

^
.

dy=/ "

'

e
. it

hdxn.in
)

^

0=-5 Of
dy
Ko

, Yo ) dhcxo,
= ④

in Oxi dxi
+
Of

n-n

z dg
Einschhb : hlxl . . implitite Function § dh

,,↳,
=
-

in
"↳
' %)

dglongestem gy-lxo.TO)

I
i=,

dxi dxi
-

¥14 Yol § og"" hhb"

{ ¥0 "" Y" "^
"" = °

of
Go

, yo,
- Ty

1×0
, yo)

(Xo
, yo)

' 0%-1×0 , yo) = oog

df_
dy

⇒ A :=

¥ Key.)

☐



§4 INTEGRATION IM IR
"

II. 1 Riemannscenes Integral liber einem Quader ( 8.1 Sk)

( fiir Rn wit n
--1 : selection 6.2 Kowalski & 6.2 Skript)

IV. 11. Definitionen
il ein n - Dimensionater Quader ist an Produkt von der Form

@ = In ✗ Izx - • - ✗ In = { (✗
n , xz ,

- - - ✗n ) wit ✗KE Ik }

wobei Ik Intervale in IR Sind.

I 1 n=1

n=2

*

f
Is

xz n=3

↳
×,

Das Mass von Q

✓ (2)
= ¥

,

I Iil

(n- 1-- Linge , n=2 Fléiche , n=3 : Volumen
,
- . .)



ii) Eine Zerlegung von Q

e
F- { Qu

,
is Kek } on Q

k

wobei Qk disjunct Sind UÑn=Ñ Qu Sind disjunct aber
k=r
un

alle Qu Zusammenergibt Q

Vereinigung
alle Rinder said orth.tn den

von allen In Einheitsñchtungen
Die Feinheit von so einer Zerlegung gleicht :

Sp = max diam Qk diam . .
diameter

IE KEK

Wobei diam Qk= Max Ix-y l
✗
,YEQK

Bem : n : Q= 1¥ diam @ =L

n : D= LI diam @= rzl

I

-7
n=3 : Q = LI

,

!-
y diam@ =Ñ3l

I
i.A. : diam@ = Nnl

Iii) Eine Funktion f : Q → R heisst Treppenfunktion falls f eine
k

Darstellung von der Form fix)= I Ck ✗ •klx) besitzt
,1<=1

a

IR
, beliebig

1000 7 9

wobei ✗2kW = { ^ ✗ ⇐ &"

pre a-

0 sonst In

Qiu
Das Riemann Integral ( R- Integral) von einer solchen Trepper -

funktion ist die folgende Zahl :

K

f
,
f dy = -2 ckjucok)k=1

Bem:p . . bezieht sick auf die Lebesgue- Masse



II. 1.2 Definition 18.1.3 She
.)

Sei f : Q → IR
, f beschriinkt , duh : sup lfcxil = 11ft1%5-111-11 a < + a

✗c- 2

Das untere (btw . Obere ) R- Integral von f Sind die forgender Zahler
:

• ventures RI:

-11ftgula)Ef f- dµ= sup { Sone da , wo bei e Treppenfunktionmit eef 3<-11 they CQ)
Em
beschrcinkt !

• oberes R- I : Y
-

←
needle Ken !

↳fdr = inf { Sone da ,
wo bei e Treppenfunktion mit fee }

Die Funktion heisst R - Integrated falls £fdµ=§dµ


