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II.7.3 Beispiele & Gegenbeispiele zu der R
-

Integrals ilitéit

it Gegenbeispiel

1 falls ✗ c-④ n [0,1]

fw= ✗☒ IN A ✗
coin
""= {

sorest0

④= [0,1]

^

n - Sei et eine Treppenfunktionetlxl 7-11×1
⇒ et 71 auf [0,7 ]

> Sei e
-
eine Treppenfunktion e- CHE fulo

f
i

⇒ e- 1×1<-0

wegen Dichtheit von Q ist e oben blockier !

( sie ist im Interval [0,13 nie .

0

⇒ ↳ Edge 31 In £0 ⇒ f ist nicht R- Integrated
lzuvielunsteti.ge Punkte )

ii) Beispiel
④

tegeifunktionen auf [ a , b] acts

fist beschrcinkt : Fen Forge von
-Treppenfunktionen die

gleichmñssig gegen f konvergieren

Heh - f- 11 , := sup I fix) - erk)
✗c- Ca

,
b]

lim Hea - f 11
a
= 0

k→x

⇒ eine solche Funktion f ist R- Integrated
⇒ Warum ? Fei wit eñ s f E eat him HEÉ - fell • = 0

k→a

⇒ iieñ - ein
,

→ o I !eI - { e-• I → 0



↳
f- Kann von unter & von olsen angeniihert werden

en konvergiert gleichen . gegen f.
g Regelfunktion

⇒ f. fdi-S.fr
-

die Funktion f ist R- Integrated

④

II.7.4 Satz ( Sk
. 8.1.1 6.2.3 Fall n=1)

Sei f c- 01 ) dann ist f Tiber Q integralset .

Fier jede Forge von Zerlegungen von Q
g
Index

g
# Quaker

Pl : = { QI ne ke K
"' } mit Feinheit Spe → 0

T
P ist eine Zerhegung

[
Familie von
Quadem

✗
✗

✗
✗
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✗

✗
✗

✗

✗

✗

✗
✗

✗ai ai
✗ ✗

✗ ✗

Pa P2 p
'

p 4

1. Zerhegung : Dunder selbst

Die Zerlegung muss nicht regelmeissig Sein
.

Der maximale Durchmesser von den Tei lchen muss einfach → 0 streben
.

fiir eine beliebige AusWahl von Punkten PIE Qkl Ceinfach 1 behibiger Pkt .
pro Quaker)Kl

Dann grit
: !É,f( till X•É"= E. fealty laid# f. f
-

Treppenfunktion



II. 1.5 Beispiel

② = [0,1] ✗ [ 0,1]

fix, g) = ✗ → ist steligefunktion

it Zerlegung : wir machen eine regelmñssige Zerltgung

ry

1

f- → • l c- IN ( list sehr
gross ,

2-13.1000000)

k=(in ,j )
c- { 0,1 ,

. . . e}
?

Kl= 12

÷ tie ^
> ✗

Qi=[ ÷, ] ✗ [ Ie
,

i;-]

Se -- % ¥0

pi-li-e.FI

Fliicheninhalt von jedem Quaker

-

ffdp= him ÉÉ flt! ,j , )% = him ÉÉ = him ii. = lime?Éi =
Q l→x Eo joo e→a To j-0 l→xi=o l→x i=o

11 ~

i
was ist

e- das fier eine E ?

=) +
0 1 2 3 -

- - l-1 e-,
= him § .

lll-1 )

z
= 12 1-a 1-21-3 -

-

. 0 = 2 Eg ie-so

IV. 1.6 Satz : Eigenschaften von dem R- Integral
Seien f , g R- integrated & beschrñnkt auf Q ,

✗ c- IR
.

Dann getter
:

5) ✗fist integ . f•✗fdµ= ✗ faf dy → lineantat ; forget direkt
aus Definition

ii) ftg ist integ .fo.ftgdp-fafdptf@gdriiiIfahsfegdanngiltfafEfo.g



in Ifl ist auch integrals.
et und f Ifl dµ 7 IS@ f dy /

Q

Grund : Ifl --f+ - f-

{ft
-

- Max {f. 0 } f=f+ + f-

f- = Min { f. 0} - 1ft If £ Ifl

II.1.7 KoroHar 18.1.1
.
She)

free coli ) Ff c- (
°

(E)

Lima " fk-ftla-nk.mg#pglfklH-flNl-- 0
→

gleichmeissige Konvergent

Dann gilt
: for fie du → f

,
f dy

Masse vom Quaker

Grund : If@fn-fdpIEfaIfk-fldyEfallfk-fl1a.dy = llfn - flightat → 0

t
Ifk- fl 1×1 Ell fk- fella iii)

II. 1.8 Satz : Gebietsadditiñtoit 18.1.4 Sk
.)

f : Q → IR beschriinkt R - integrated auf Q

Sei F- { Qu , 1£ ke K } eine Zerlegung von Q
.

Dann gilt
: ¥

, loaf die f. f dy



II.2 Der Satz von Fubini (8.25k.)

II.2.1 Satz ( Fubini) 18.2.1 Sk)

Sei Q = [a
,
b) ✗ [ c , d] mit acb und ce d.

(Quaker)

Sei f c- C°( Q ) .

→ dh . vi. a
. f-⇒ inQb

d

Dann gilt : faf dy=/ ([ fix, y ) dy ) dx = ((f) fix, yidx) dy
→ Beweis : im Skript .

II. 2. 2 Anwendungln ( Beispiele) immer ñberpñifen , class f die Fubini - Bedingmg erfñut:( d-a. stetig)

it / ✗ dy → woven ✗ auf Amador ¥7B , lntegieren
[0,7]

2

= !Yf^✗d×)dy=fo^[¥ ]jdy=1Ñdy= I
=

ii) f sin ly- ✗Idp = §^(["sink-g) dy) dx
[0,1] ✗ [ 0,2M]

2A

=§^[ - cost✗-y )] , dx = 0

iii) fix,y1= Xan ,¥Y, Sin ly - ×)

21T

bee
. y int . fflx, y) dy = 0

0

bet
. ✗ int . [ ?

✗ IN an ly-N ist nicht R- Integrated ! ( die Treppenfkt . sind blockier)
☒neon]

= > der Fubini- Satz Kann hier nicht angewendet werden

→ dh. zuerst shaven ob ñberhaupt R - Integrated , damn anfangenzn integneren .



II. 2.3 Satz : Fubini beliebig Dimension ( 8.2.2 Sk.)

Sei Q = IT [ai
,
bi ] ,

Sei f c- (E) wobei ai
< bi

in

Dann gilt : safe dµ= fa? ( fa? -
- - - (fab? fix , - - . ✗n ) dxn) dxn- n -

- . ) da

↳ Die Ordnung dei Integrate spielt heine Rolle !

↳ Man darf die Ordnung der unterschiedlichen Integration vertauschen :)

II.2.4 Beispiele ( 8.2.4 Sk .)
;

i) Q = [0,1]
>
= [0,1] ✗ [0,1] ✗ [0,1] = i.

. - . . . . Einheitswiirfel in IRS
.

-

fcx, y ,z)=×y2z3

→ So
,
fd,=/

"

(f) (fixyzisdz) dy ) dx

= Hsi [ ×Y¥ ] ; dy )d×

=/Iffi '¥ay)d×
=f[×¥]ia×

=f^÷xd✗ = [ ¥ ]i= Et

Doch im echten Leben hat es mehr ohs Ruader . . . wir Wollen cinch iiber

andere Gebiete ihtegrieren Kinmen !



II.3 Jordan - Bereiche ( 8.3 Sk
.
)

Sei R EIR
"

,
R ist beschriinskt-dh.ge

immer ein Inada
,
wenches Rselbst

enthait

FQ Quaker RCQ

II. 3.1 Definition 18.3.2 She.)

I heisst Jordan Mess bar wenn :

1. G) = { ^
✗er

0 ✗ c- our
tiber Q R- Integrated ist

und MIR)=§%lN dy heisst die n- dimensional Jordansche Masse von R
.

II.3.2 Satz ( Sk . Bsp . 8.3.25))

Sei Y c- 0 / [ a,b ]) 470
^

acb

¥H÷ .Rµ={ (×, y ) , ✗ c- [ a ,b] and ye 41×1 }
a

ist Jordan - Messbar .


