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§ 2 . Lineare Riiume I Vektorriiume 16.10.20

§ 2 - I grundlagen :

Def : Ein reliefTtiuthlrrranml linearer Raum V ist eine Menge mit forgender
§
Eigenscheften :

T
"
t
"

Addition : a
,
b E V dawn at b E V§ "

.

"

Multiplication wit Skatarenyarempkeeaetahlen)
:

X E IR
,
a EV dann AaEV

X E Cl
,
a E V dann da EV

Eigenschaften :

£ (Aa ) at b = bt a fiir alle a , b EV

¥ { (Az) (atb)to = at Cbtc) fiir alle a, b , c EV

g
( A-3) Es gibt OE V so class at o = a fiir alle a E V
(Ad ) Fili je des a EV gibt es das Inverseelement C-a)EV s-d. at C-a)

= 0

I

§ (Ma) x ( Ba) = ( xB) a fin alle x , B E IR ,
a EV

J (Mz) (at B)a = Aa t p a&§E{ (MS) g. a = a fin ane a
¥f atte M Bt IR ,

a EV (Distributivgesetz)

Bsp : D V -- IR
" { z --E) ; a, por EIR } tin

.

Raum

z) V-- IR
"
= { a- = (Fa! ) ; ay , . . . , an E IR } reeder lin. Raum

V-- En = { q = ( 7ha) ; an , . . . , an E E } complexer lin . Raum

3) V= Cs [ a
,
b ] = { f : Ca, b] → IR i f

'"

stetig fiir k
-
- O

, 1,2 ,
. . - is 3

t -B
. a a a

c- Coco , I] -1 ¢ icon] # ca

n i
' 3 I 3 7

O 7

1-



c- Ca, b] = E f : Ca, b ] → IR
, f a - met stetig differenterbar }

7.B. 8Th
,
cos E C

-

[ o
,
I ]

C&c . .
.

C Cs" c Cs c . . .
c C c co

Addition von Funktionen : f , g
E V : f , g

: Ca
,
b] → R , f

'"
, g

'm
stetig

four alle k - O, 1 , . - . , s

ft g
: [ a

,
b] → R

, Cf 't g) Ctl = fl H t g Ctl fair alle te Ca , b ]µ = I ,→ fliest gas(
liegt das in V ?

⇒ Klar : ft g E V da ( ft g )
'"

= fl" t glk)

da (ft g)
'"
Itt = f'44 t g

'"
Ct) fer alle t t Ca, b I

f. CH = Melle Zahl , 1 KompOriente } nicht Verwechiseler !#
f -- EunWti on mit 3 Komp onewhen\

.

un
.
RiiumlCs Ca

,
b] and I [ a, BT sind

4) V : L2 Ca
,
b ] = I f : Ca, b I → R ,

Sab l fits I ' dt existent }
⇒ Menge der quadrat sch integrierbaren Funktionen .

5) V- Pn = { P Polynome vom grad E n - I }

p
E Pu :

p ca)
= no tanat azaz t - -

- t ah- i n
"- I

do , an , as ,
- . .

E R (Koefficienten des Polyporus)

Pn lineover Raum benign
-

ch
" t

"

,

"
.

"

wit S Kahane .

b) V=L = { Cnn ) konvergent 3



7) Die Menge der to
sugar

des homogenen , linearea Differentialgleichungs
-

systems :
y
' = I -y ist ein linearer Raum .

Weitere Eigensdrafter : Sei Vein tin. Raum ,
a
,
b E V

,
at IR :

G) aus at b = a forget b --O

(2) A- O = O E V

(3) O - a = O E V

y
Nuhmerge

Def : Sei Vein tin
.
Raum und ol t c V

-

U heist Unterraum ion V falls :
n, y

E V ⇒ set ye{ a skater
,
net ⇒ an EV

Bem : Nehme D= 0 (skater )
,
n E V Unterann von V

Dann : O - a E V ⇒ O E
-

V
-

= O

Bsp : a

V- 1122
= Ez -- IF] E R2} c V
-

Unterraum von IR
'
.

> ⇒ Rnc 1122 Unterraum

F- = { z -- [ IF] E IR' } c V aber kein Unterraum da Q Et E

-

anch C V aber Kein Unterraum
-

ist c V und Unterraum von 1122(weil es durch O
geht .
)

IR
'
c 1122 c 1123 c

. . .

C IR
"

Unterraven
.

Bsp . 2: Pnc Pz c Pg C . . . C Pnc Pnm C - - - c P
c C

-
c . . .

C Cnn c Cs c C' c E C L2

T Unendlich oft differenterbare
P - { Polynone beliebigen grades } Funktionen .



cptsosg.pt?j-V= fat R
"

i a- = f:} 7¥) wit us , x. c- IR }
Behauptung : T C R

"
llntenraum t aus 1124

,

-

wit Shakur ans IR .

Bennis : Nehmen X E IR
,
RE V belie big -

meal = ÷÷::3 ;f¥¥¥.to
notere to = ang ta - ang

k , y
E V beliebog

:

a- + a
. I :÷

."mH%÷:#t.fi:i:÷÷;÷: so.
⇒ sonnet ist Tt ein Unterraum von V

Bsp ;
X -- { a = (917 E R2

,
a, so

,
a. so } µ#(negate

z = fan ) E X ,
a = - a ⇒ az= [! ) & X

⇒ X Kein tin . Untenaum von R2 .

¢I2t2h2#Eh2taste ?

Bsp : X -- Oda = (E:] c- IN
, arezzo }

(ng)

q = f-I, ] , y
= (3) ⇒ a, y EX

qty
= If] ¢ X ⇒ X kein knower Hatem aum von R2

Bem : Sei V tin . Untenaum von lin . Raum V -

k ,
I E V ⇒ na t PI E E mit d , B Skalare

↳
jede beliebeige tin . Kombination con a , I C- E .

Bsp : Sei E eine man Matrix
, y
E IR
'



AI - I = 24 En t Rozzt - - - t an En
E Rm

= lin
. Kombination von Spatten von E .

Bild CAI - f E -

z EIR
"

=

Menge alter tin . Kombinationen der Spatter von AI .

b-nearer Raum : Bild CAI E Rm Unterarm !

x E IR
,

b E Bild CAI
Hu

Es gibt einen ne IR
"

s. d . b- = I -z l - a

Ak - x (E -z)= I Caz) ⇒ AKE Bild CA)

by , th E Bild CI) ⇒ es gibt In E IR
"
s-d. b-

a
= Ez,

I, EIR
"

s.d.kz = Izz

⇒ En t be, = Azz, t Ea, = I Cantar)

⇒ I , t k, E Bild CI)

⇒ Behauptung water
.

A : Rm→ IR
"

U U A cat -

- I - z
z t EE

A
=

( IR"T Rm )

Bsp :
¥
= ( I § ) , a-

= (mm] E R2

Bild CIH = { I -z ; z EIR
' I = { an ( I ) t 94103 ) ; am , xz

c- IR }
C IR
'

Unten aum ,
Suber lin .

Raum
.



Man sagt anch : Bild CAI ist aufgespanntlerzeeyt von den Spatter
£7 , Az ,

- --

, In
E IRM

Bsp : V- ( C-n
,
is = f f : C-n , is → IR

, f stetig}

D- = Pu C- n
,
a] = { p

: C- n
,
13 → IR, p Cx)

= aot anN t - -
- tan-in

"-I
met

ao , an ,
- -

,
an EIR }

CV Unterraum von V und jedes Element von V Iiisst sich schreiber
als lineare Kombination von Po , p. , Pe , - - -

, pn-n
E V

Po Get -4 , p, Get a , Pz Ge) = K2 , . - , pn - , Cx)
- K
" (Mo home)

Sei p
E V beliebig

→

p
: C- 1

,
a ] → IR

, plus = aot apet . . . tanya
" -1

hit no
, an , az ,

-
. .

, any
C- IR

⇒
p = aopo tap , t Az Pz t . . . an-n pn-n da :

→ plus
-

aopo Cns tap, cus t - - -
t an-a Pu-n Cx) fiir

x E C-I
,
73 beliebig .

⇒ V ist auf gespanntlerteugt von den Monomen Po , Pa , - - -

, p n-y

Sei V tin . Raum
, Va , - - - ,

Un EV

Def : =

span ( Un , - . .

,
Un ) = { are, two, t-- t sendn E V }

tin
. Unterrawm von tin

.
Raum V

⇒ ist anfgespanntlerteugt non on ,
- - -

,
Un EV

Bsp : Pw span { Po , Pa , - . . , Pu- n }

n
-

- 5 ' Ps = span { Po , Pa , pa , Ps , Pa }

Bern : fo
-

Po , fi Pn

fans
- Zai - { = I Pacas - I poem ⇒

ofE Ipa- Ip .
qzcx)

-
- I al - Iza = Ips Ca) - Ipa Cat ⇒ fo = Iz pas - Ipa

g-a cat
= Ign4 - IT x' t f- = II Pa Gc) - II pz Go tf Po Ca) ⇒



⇒
q ,

= IE p, - IF pat I Po

fo if. . - - -

i got Legendre Polynome

Eid: iiberpriifen : span { po , - . .

, Pa } - span { fo , qa , . . . , ofa }
--

Ps B

Ziel: Ps = B teigen.-

T
Ps ist eingeschlossen in B

C ( B ist eingescheossen in p
} % Bt idents ch zu B . )

Feige: 7 : Sei GE B =

span { go , qn , - - - , qq } beliebig
⇒

of
= cogo

t ca Gn t Cz Gz t ↳ of 3
t ca f 4

= copot cap, t Cz ( Ipa - Ipo ) t ↳ (Ips - Ipn ) tea (Ipa -Ip at Ipo )
= ( co -GI t ca -Zg)pot ( ca - ↳ E) p, t (GI - cc, II ) pet ↳ Ips t

35
+
ca 8- Pn

also of
= tin

.

Kombination von Po , Pa , - -

, pg
→

of
E Ps

⇒ Somit ist B c Ps bewiesen
.

Feige : c : Sei p
E Ps = span { pm , Pa , . . . , pg 3 belie big .

I
p = Ceo Po t an p, t azpz t as Ps t da p4

Ziel: Zeiger , class p E B , d-h . p
-

- tin . komb. von go , - . .

, qq .

Das ist Klar
, falls wir je den ion Po , Pa , . . . , pg als tin. Homes -

ton go , ya ,
. . .

, Gq Schreiber kiinnen .

Go = Po
f, =p,

GE Zzpz- Ipo IGS in Unbekannten Po , Pa , - - - , pot

for Ips - Ipa tosend32: Pj = bin . Komb . ion go , fr , . . . , qq

f-as Pa
- II p z t Ipo ⇒ c bewiesen .

Somit ist Pis - B Q -E.D .



Def : Sei V tin
.
Raum

{ Un
, Uz ,

. -

,
In 3 E V heist Erzeugendensysteen in V, falls jedes b EV

sich Schreiber liisst ate tin . Kombination won In
,
. . .

, an

Bsp : Sei E eine mxn Matrix

Kern von AI : Ker CE ) - f n EIR
"

sodas A=a= e }

A : R
"

→ IRM AGI = Iz
U U

qt Iz
kn E IR

"

A : IR
" → Rm \

U U Z

"

A Ask
=

Ker CAI Bild III

Ker CA)

Q = It - z

=

IR
"

1km
A
=

~.

di#

Ker IAI -

X E Ker CI ) ⇐' Azz - I

Ker CE ) = Menge der Eisinger des homogenen LGS Iz = E
Ker CE) c IR

"

Unterraum von IR
"

In , Ea E Ker CE ) ⇒ Ez, = Q , Izz - I

A- Can try ) = tent Azz = It Q
-

I

Ann E Ker CI) da A= Case, ) = a Azz, = to = Q



Bsp :
⇐ f! ! go ÷)

Cleere Menge
-
- nicht t )

Gauss - Elimination :

⇐ 1% :&:L
.!÷÷

.

p p
se, see, freie Parameter -6,23 ?

Kompatibilitiitsbedingmg , bas - bz - b, = O erfiiut fir

vising von EE - e ist

⇒ 43¥79)
Ker CAI = {z=¥q,

-

4) E R" mit na , ng EIR } c 1124

Wahle uz-- 1
,
Ras O ⇒ spezielle lining : f!)

Winkle ne O
, na

= 7 ⇒ Speziale to
'

sung
: (Ig )

-74 -kg -7 - 7

a-=f÷÷ . tf:f=u tuff° Kg
O 7

Somit ist Ker CAI anfgespannt non f! ) , f )=

Ker CE) -- span{f! ) , f:} )} =

span {u , , a }
on ur

In it
-
I



Bsp : Bild CE ) = ?

b- E Bild II ) ⇒ b- = Ez hat tosurgeon

⇒ Kompatibilitiitsbedingungerfiiltt
⇒ bas - bz - b, = O

Bild CEI - l k - (
b!Ib) wit bn

, bz E IR } c IR
'

o o der Wahle(
b
!! ! -

- bn (g) + bzf ; ) bi- 1 , be
-
- O

en en
bi O , b2=7

In WI

Somit .

. Bild CI ) = span { hen , uh } c IR
'

✓6 23.10.20

Bem : Eir Ea-1

Wahle die freien Parameter uz , ng als O :

ne O ka
- o ⇒ wir beko rumen eine parti kuliire tosung

qp,
Zbn- Iba

so.

÷)
bist sich die allgemeine Eo

sung con EI = be Schreiber als

q=qPt And, t poke
↳ allgemeine tosung ion IE Q

par
#
kutare to

sung



Beavis :

⇒ : E - z = I - y
'
t I - Cada t Byz ) = bet aEen t BEG = b- to = k

en en

O O

⇐ :

Nehme z to
sung von Ez - k

I zP=z
} ⇒ ICE-17=0 ⇒

E-zit
'

E Ker IA) ⇐ z-EP = Ay, tPaz ⇐ n-- aft art, t PG

Ker CE )
or

Ayat Paz
H E- EP# AI, + Byz

TT >• Epartikutare G-sung EP

>

EP
- Mb = { a EIR

"

; A=z=k } ist Kein tin . Raum
(wed Punkt O nicht beinhaltet ist)

Bspe von erteugende System
:

D R
"

:

e.
= ( &:) , e.

= ( ÷; ) ,
.
.
.

,
en
-
- f ! )

{ En , ez , . - i en } erzeugend for R
"

27 I nxn Matrix von Rang n ⇐ Ez - k hat eine einzige
to
sung

ftir jedes b- E IR
"

⇐ { En , ez , - . . , an } erteugend in IR
"

Azz = be ⇒ be - Na En t Nz Iz t - - - t Nn En

-

tin
.
Kombination von AI und z



3) Monome 13=1
, R Cr) = t , - . . , Pn- a Ct = th

-^

{ Po , Ps ,
. . .

, Pn-a } Bt erteugend fiir Ph

p e Pn
⇒ pct) = aot ant t . . . t an→ t

"- "

= tin
.
Komets. von Monomen

47 R'⇒ e.=/! ) , ez
-

- f ! ] , es
-
- (&] , a- a

-

- f!)

{ En , Ez, Es , a-47 Bt erzeugend fiir 1122C 1123

z= ( Yat) E 1122 c IR
'

beliebig .

I
=

NzAz t Iz kn Eez t O - an t O - ay

Berns es reicher nur en und Es une jedes NE R2 dartersteller .

Bsp : P - f alle Polynone }

Fiir P gibt es Kein endeiche Menge von Polynomen ,
die deer tin

.
Raum

P erzeugen .

Def : ein lineover Raum V heist endbich dimensional
,
wenn es eine

endliche Menge Va , . . . , Va E V gibt , so class { In ,
. . . In 3 erteugend

fiir V ist .

Bsp : R
"

,
P
n
sad endtichdimensional

P
,
CK
,
L2 sind nicht endlichdimensional .

Frye : Kann man ein Erzeugenides System {A
g
. - -

, an
} zu einer mightiest

Kleiner Menge { Ija ,
. . .

, Kjv } (Untermeyer von { In , . . - ien }) , soclass :

span { In , . . . , an3 = spans Ijn ,
. . .

, Ajr }

Bem: Falls :

Un In t NzQ z t . . .
t knIn =D

fans an * o
¥ E- IT -G

- IT uz - . .
. -T un..

(Nansen Sind koeffizienten)



→ dann kann man auf on verzichten.

Def: Un , uz , . . . , an
E V heissen linear unabheingig, falls

MyUn t NzUz t - - -
t NnUn = O ⇒ N, = Nz = - - F Nu = O

T
Schauer , obsolete

sonst hessen Un , - . . , In
linear abheingig -

n eaistieren
.

Bsp : 9) En , Ez , - . . , En
E IR

"
smd linear unabheingig .

men t nee t - - - tanen = Q ⇐ f%§n ) - I ⇒ Ye?
an = O

2) En , Ez ,
- . .

, Ek
E IR

"

linear unabhtingig ?
r

Nn an t Nz Az t - . . teenage ⇒ I= I

Ain -- e ⇒ z-e

an , Az ,
- - -

, ah Sind bin . unabheingig dann und hier dann

Wenn Das homogene system A=-z= I never die trivial to
-

sung hat .

⇒ Rang (E) = k E n Csoust gibt es freie Variable → d-h .

es eaistieren auch nicht triviale tosurgen
)

3) Po
,
Pa
,
. - -

,
Pn- y Monome snide tin . unabheingig .

Bowers : Sei na
,
az
,
. . .

, an
E IR wit

M Po t NzPa t . . . + an pp,
= O
← Polynom 7

OCH
-

- o fini alle tEIR

Na Po CH t Nz Pa CH t - . . tan Pn, Ct) - O fini alle t E R
T
stealer

④.p§ygttme: ( Polynom O

pi's Polycom
ist toustanto ⇒Polycom 5 Polynom notgrad 5 - and tbxt . . .

= konstant 5



se,
I t net t . . . t sent

" -1
= o fini alle t EIR
⇒
es gilt arch fiir t

-O

⇒
se
,
. y t O t . - t 0--0 ⇒ ok, -0

Somit Nz P, t ng Pz t - . - t an Pn→ = O

est t ng ta t . . . t sent
"'
= O E IR fiir alle t E IR

t ( seatnot t . . - t sent
-2) = O fini alle te IR

n-

p Z E P Polynomdivision durch Pa :
⇒ z = O

⇒ geztsestt . . - taint
"-2=0 ftir alle TER

fiir t
-

- O ⇒ Nz t Ot . . . t 0=0

⇒ a>
-O-

•der analytes ch: tt CH⇒ fit atte t ← R }⇒ zag⇒ fiir alle teIR
z stetig

Bsp : Die Funkti on fat = I fiir able t EIR
g CH

= cos't

h CH = cos 2T

f , g , h
E C smd linear abhiingig ,

Weil :

cos 2T = 7- 2cos't fir alle t
C g

= If t Ih )

Def : Ein linear unabhiingiges Ertengendersuptem eines linearen Rauma V
heist Basis in V.

Bsp 1) Kanomis che / standard Basis in IR
"
:

En , Ez ,
- - - En

i
hit Ej =/g)←j-te component



2) Po , Pa , - - -

, Pn-y Monome belden eine Basis in Pn
.

3) Ga , Gz , qz
E P

q, CH
= It t2

9-a Ct)
= 1 -tz

f, CH
= Itt2tt4

we:f¥÷ : E:
q,
= PotBt Pg

Frege : send Gn , qz , q , tin . unabhiingig ?

Sellin sea , Nz , as
E IR sodass knq, t Kzfz t Rs fs

= O E P

q
's ersetzen:

ka ( Pot Pz) tag ( Po- P2 ) tag ( Pot Pztpc) = O

⇐ Na Po t na Pz t repo-gczpz tag Po tag Pz tag Pg = O

⇐ fkn tretKz ) Po t (gen - Nz tag) Pz t uz Pg = O ⇒

Po
, Pa , Pg lin

. unabhtingig :

⇒ { II: I :3 : : last

13 = 0

⇐ = ( ! ÷ !) Rang CE ) =3 ⇒ IE-Q hat nur die trivial
to
sung

⇒ 9C, = Kz = 23 = O

⇒
qn , qz , g→ tin

. unabheingig.

Bem : span { of. qzqs } = span { Po , Pz , Pa } =G-
= Raum der geraden
Polynome vom grads 4

Wir Seher in 55 Zwei Basen:

{ Po
,
Pz

, Pa 3 and { Gn , Ga , 9-3 }



Theorem: Verschiedene Baser fiir den tin .
Raum V bestehen aus gleich

viele Vektoren ( deren Auzahl die Dimension des Rauma V ist ) .

Bennis : Hinweis : V -- span { on , - - , we } .

Dann k El

nehme wa , . . . , wie E V tin
. unabheingig .

} -

Fitr jedes j = 1,2, .- , k :

Wj EV= span { Un , - -. , de }
⇒ Wj = Anju, txzj

-Uz t . . - txej He

met bij , azj , - - - , xej
EIR

somit I = [ dig ] it, 2 , - -se lxk Matrix .

j = a , 2, . - . , k,uh ,
. . .

,
w
k
E V bin

. unabhiingig ⇒
.ws Kawa

t uz wz t . . - t awww - O fidget 94=22 = -. . =xk=O -

k

Schreibe ¥, njwj-jzxj.IE xijvi ) -- II (FI, xijnj ) Ii
Betmarten wir Ea -

- e { FE: it
.

Sei (÷! ) to
sung

von Ea -- e ⇒ FI ajwj -- O
""

ETTY -- sea = .. . ⇒ca -- o

Das bedeutet
, Asa --Q hat wir die trivial tosung

-
⇒ Rang CE )- k El

( k > l ⇐ freie Van
-

abler
,
was der tin . unabhtingigkeit widerspnicht ) .

Bsp : V-- R
"
⇒ dim IR

"

= n

dim Dn = n
dim gs Caus Bsp. )

= 5
⑤
nicht erteugend

-

- es

Pg Ck, U Sind nicht endlich dimensional . gibtvektoren , die sich
nicht beschreiben Lassen

als tin. Komets. von der
Theorem : Sei V ein bin

.
Raum

,
dim V= n . Dann : gegeneven Veutoren .

1) mehr als n Vektoren in V Sind linear abheingig
2) Weniger als n Vektoren in V sind nicht erteugend.
3) n Vektoren in V smd : tin unabhtingig ⇐¥4.

( dann und nur dann) .
↳ alle Vektoren in dieSem Rahim

lassen sich Schreiber ate Cin .



Kombination can diesen n

Vektoren.

§ 2.1 Fundamentalsatz der linearen Algebra - Teil I

Bem: an
, az , . . . , ake

IR
"

. Wie wiihlen air danaus die inanimate Ant.ahl tin .

unabheingiger Vektoren ?

I = EE :

u
n

'

III III's' iii.w freie Vanaken
n I =

"

n
.0*7*1

n
'

.

& a n -r

Iz -- o ⇒ LUN = o ⇒
'

Eze =O
= = -

dieselben Spatter von E und von TE sind bin
- unabheingig .

Spatter in , iz , is , . . . , Erg aus I spanner Bild CE) auf .

Rang
Lig

= E - Kin

l÷÷:÷÷:
g.
In sejaij = FE, nj - Euij = EFI, njuj ,

sonnet :

g.
In njuij - O ⇐ EFI, Nj aye -I ⇒ g.

Injury - o ⇒ see kz= - - =xr=o

⇒ kin ,
. . .

, air tin
- unabhtingig .

Bem : Bird (II t Bild CE) .

Bem : dim
.

Bild CE ) = dimBild CE) =r = Rang
Bem: Was Bt dim Ker CE ) ? → k- r

Feige: dim Ker (A1 = k- r

Dewees : Ker CE ) muss tu einem Las Kommer.



Notiere ④ ,@ . . . ,af@rfreieVariablen.pt p

Wie im Bsp. letzte Woche : WEhle :

Ufa
= 1
, Kfz

-
- O

,
. . . , Nfa-r

-O ⇒ I C- IRK to
-

sung
von AI z=Q

Wiihle

Nfr
- O , nfz

= 1
,

- - -

, afar
-
- o ⇒ EZE Kk to

-

sung
von I z= I

- - L C

Nfa
-o
, Kfi o , - - -

, Kfar
-
- e ⇒ Ek

-

re IR
"

to
sung won A=z=Q

Dann Ker CI) = span { za , q2 , - . . sheer }

Noch tu zeiger
: see

,
see
,
- - -

,
uh

- r

tin
. unabhtingig .

Def : Seier on
,

. . .

, Xk-r
E IR so does

Mai t AzEdt - . . t Xie-r Ek
-r = O

-zu teigen
: Ag = Az = . . .

= X per
- O

Betrechte die Komponente fi wit I = 1,2 , - ,
K-r von

Asifa txzsefi t . . . the-rafter = O

fiir is 7 : Ag - I t Az - O t . . -
t her

. O ⇒ a, =o

I= 2 .. An- O t Az- I t . . .

+Xk-r
- O ⇒ Xz =O

←

,

i :

E- k-r : G- O t Az- O t -
. . taker - I ⇒ Aker =

-O

⇒ wir haben berriesen , does alle Koeffizienten An
,
- - -

, Ak-r
O Sind .

Samit sind z
"

,
I

,
. . .

,
Ek-r tin . unabheingig .

Somit ist { za
, q2 , . . . , zk

-r } Basis in Ker CE) ⇒ dim Ker CE) = k-r.
h

Aa E IR
" "k k

" A k AT
=

=



A : IR
'
→ IR

"

Aca) - Ez ;
AT: IR"→ IRK

; ATE - II. k

A- EekAa

u
-

K R
"

=
AT Cktat - k

✓ dim BildCAI) -- Rang CAI ) -Rang - r

T -

en ein
w -

-

B B dim Brd# = r

f E E
?

Kerth ) Ker CIT)
+
drinker CAI -- k- r Linker CE'T -- n -r

Did Bedeutung : EE Mk :

Ko ther und doter

an pR¥ inker Tim Bild CE)
\
KerlEl

Theorem : 7) dim Ker CE ) t dimBildCET ) - k

dim Ker CET) t dim Bild CE ) -- n

2) Ker CE ) I Bildt #
t) Die Riiume stehen orthogonal aufeinander .

BildCALI KerlAI)

Def : Seier ,
V bin . Unterriinme von Rk

.

TV falls :
←skaearprodnufiiru E V , VE

V beliebog : ELI : ay , as = tea = O

Beweis : 2) Nehme z E Ker CE) , ye
BildCIT) beliebog .
I

I
= ET-k

T T

ez , yes
= zt.y-nt.CAT -k ) =cnet.AT/b=gCA=z7b--Qb--Oz--KerCA) ⇐ Ea --0 Somit qty ⇒ Ker# ItBildIII)



V't

§ 2.3 . Koordinator und Basiswall

Sei V tin
.

Raum
,
dim V -- n .

per Def : es gibt re
, , 62 , . . .

, Un
E V die eine Basis bit den.

fiir jedes n E V gift es eindeutige Koeffizieaten C eine eindeutige
Darstelbing) sodoes :

N = anUn t Nz z t - - -
t anUn

T
x Wisest sich schreiber all tin . Komb. ion In , I 2 ,

. . .

,
In .

Bowers der Eindeutigkeit :

n = my rent Nedz t - - - t NnUn } ⇒n = ya da t YzUz t - - -
t
ynIn

O = Cnn - y.) da
t (na- ya) vz t - - - t Cnn- yn) on } ⇒Va

, G ,
. . - ,

Un Basis ⇒ Up , . . . , an bin . unabh-ein.gg
⇒
n
,
-

y ,
= 0
, Nz

-

yz
- O ,

- - -

, un
-

yn
= O

⇒
my = yn , NL

-

yz , - . .

g Nn
= Yn

V lineover Raum der Dim- n

Da drin haben wir eine Basis B Basis in V B = fun
,
. . . ion }

Rn
V U

U

n t ( Feng!) wit n- Nam t see uz t . . .

t Anon

KB : V → Rn

Tn vs KB ca) : = (Fa! ) met me are, t meh t . . .

t anon

Na , ne ,
. . .

, an heissen die Koordinator von n in der Basis B

KB heist die Koordinatenabbil dung in der Basis B
.



Bsp : V - IRS
,
B = { En , ez , Es } kanonische Basis

z EV = IRS ⇒
q = a.Ea t seeEz t Rs E3

= (¥3? )
Nn

, Nz , as
Sind die Koordinator von n in der kanonischen Basis

B - f en , e. , e, }

Basis B
'
= { an

,
oh

, as } Basis in IRS
-

( miissen linear unabhiingig sein ! )

Ns = ya En t YzGz t Y313

ya , ya , y ,
= Koordinates von n in der Basis { En, ez , a- 3 }

d

12
A

Z
M-- - -- - -

ya
. -
-
-
- ji 7

( i
Q g

En T k s

→ Ya i s

Ez Ny

KB
V - an
e
KB

→
n 1- RB la) = ok

KB Cz) =# z

zE R
"
=
a= !!n) ⇒ me his Cad -- are, tnzuzt . . - t anUn

Indiesem Sime Kann man Vmit R
"

identifiereren .

-



Bsp : Pn = { p Polycom vom Grad En-I }

Basis Monome Po , pa , pz , - - -

, pn-n

Sei p E Pg , p CH
= 12 t 13T t 9 t2 tGt3

Koordinator von p in der
Basis der Monone si nd

12
,
93
,
9
,
4 da

f
p
=

12 pot 13 pm t 9 p z t 4 ps f R

p
E a

aµµµ×µpEM§^*Be 1124 K K

BE a

ma
,
µ

spend
SWM

U W F
R

P-f =p
.

*

4

Man soft Pc, ist isomorf mit IR
"
: Pg n 1124

V IR
"
: V n IR

"

don't
.

"
ATE,

.
. . .

.
dita aisammen: d- -- f!!!!)

→
Ibermitteln

d. = JI, dttj) Ej = II, TJ - KJ
koeffizienten fallen ab

= j¥, djbj --I, d 'j Ej
#

schneider
,
O

j
-

Komprimati on

( letzendlich muss man nicht mehr mit Funktiouen arbeiter,
Souder n nur noch wit den Koeffizienteer) .

§ 2.4 . Basiswechisel und Koordinalentrains formation
V bin . Raum

,
dim V -- n

B = { bn
,
bz

,
. -

,
bn } Basis att

D= { bi
, 52 ,

. . .

,
Ton } Basis new

,
Mit ma , nz ,

- . . Inn EIR

(Skalare)

Sei re e V : in der
"

alten
"

Basis B : a- an b. tsezbz t - - - teen bn

re hat in B die Koordinate f?! )
.



Ziel : Koordinator von re in der Tienen
" Basis B '

U = Taiba tomb, t - - - t Trenton

Abq : Tj E V ⇒yGjbntEjbzt._.tcnjb#mm(Elemente der alten Basis)

bj in fiir j = 9,2 , - . , n (die Ken der Matrix c i Danstelling
der neuen von V )

#
-

n der

Basis

⇒ c's toil den eine Matrix : E = [ cij ] i ,j→ ,
. . .

,
n
Mtn Matrix

S omit : u-j.InjbjD-g.INT?gcijkiD
→

= ¥2
, LIZ, cijnj ) ki -- ing ( EE) i bi

n

u = E ni bi
i= y

⇒ ( E -E) i = ni fiir i- 1,2 , - . . , n

⇐ E =

re ⇒ AI -- I 're

to
sung des LGS Eri - z

Bsp : 55 = Raum der grader Polyhome vom Grad E 4 :

Gg : 13=9 Po , pz , pq } 5=9 q , qz , q, } wit

ga CH
= It t2

g-a Cts - I- t2
qz A)

= ItHtt4

g
E 55 ⇒ g

=

Napo t na Pz t Ks Pg wit na
, Nz , ng

E IR (81calare)

g
Ks (man;) = a Koordinatenvehtor von g

m der

Basis B
.

an
, no , as

sind die Koordinaten von g in der Basis B
.



Mii cute : Koordinator von g in
der neuen Basis B Ctgpische Pnifurgsaufgabe !)

1) Schreiber je des Element von Beals lui . Komls . von den Elementen aus B :

raffish f . - ①pot ①Pat⑥ Pa → spaltenlvektor der Koordineten

+i

ysY
'

9- E Ipo
- 1ps to-pal

!]
f! ]

gg ,I qs
= 7 - pot 7- path . pa

§

§ 2) Matrix aufschreiber .

Die Matrix E Bt :
•

÷
⇐ f! ÷ : )

3) LGS EE - a loser. E. (Yaa!) - (mug)
-

Gauss oder L w un

unit gerechnet . yes . gey.
- C-a

Bsp: a- f!) ⇒ E- FI)


