
§ 4 . Norm and Skalarpwdukt in tin . Riiume

§ 4.1 Normie-6 line are Rinne

Sei V bin . Raum .

Die Funktion

II. Il : V → co
,
a C heist Norm auf V falls :

(Nn) Hull = O ⇒ re -- o

(Nz) x Shahar , U E V : Korell = IN Hull

(Nz) o , WE V
: HotWH E Hall th hell Dreiecksungleichung

V binearer Raum mit 11.11 Norm heist no rmierter tin . Raum .

Bsp : Rd
,
Euklidische Norm in Rd

Hall
z

Et Vai tuEt . . - toed NETT

Qd
,
Euklidische Norm in Icd

- -

HEH - N Innat stint . . . t Edna = NEHz ( komplexe Vektoren)

Farage : Narum gilt ( Ns) in Rd ?
He troll

'
E ( Hell thrall)

hetaera t 2.Hell- HEHt

g pKI the 112 = let IoT to the)= ITI t Ithtrout meta = 111117 Zeta thrall
'

Man miisste noch teigen
:

ITE E Hell -Krall Cauchy- Bouniakorski - Schwarz

Oder

GE using.) 's Ging) f.¥, wi)
Cauchy - Ungleichung : man benoist das induktiv nach Dimension d .



Andere Normen in Rd

1 Epc & Hzllp - ClanMt lsezltt - - - t Ind IP)%

Halla --max{ local , local , - .
.

,
bed I }

Wie siehtein Ball in diesen Norman aus ?

n
-

^
← EE R2 mit Hulk -4 HEHE

>

Vxoftxzt . . .txn2
a

> HEHE 7
-

y 7

-y

^

: Halle -4 a

{ at i i
. .
dy

,

Ht's ' - n

-n

⇒ : Ball - Element are { z EIRZ ; Hell , - if

a

= {z c- LIE; max final , lad 3=1 }

a Larum ? -
i

i: HEH , - pliny PNIXAI
''t Kall't . - - tlxnll

'

-
i s

-7 7

= max { Hit}
- n

Kien

⇒d.hllIlla7sBsr.rif.t.coiIpTIY.itnsortEY@x.x.rs'
MECO , I]



fu → f falls llfn - f Ho
→ O

-
in Il . Ho sup

- Norm

man- Norm

fu konrergiert gegen f in Il - Ho C Cauchy - Norm )
uniform Konvergent
gleichmiissige Konvergent

Theorem : Aue Normen in Rd and iiquivalent

Serien Il . 11
,
Ill . Ill Normen in Rd . Dann gibt es eine Konetante

G- Ccd) 71 so dass : I Hell E NEN E cHell fiir alle IE RdC

'

a'quivalent bedentet
: Konvergent in Il . It ⇐ konvergent in M . Al .

Bsp : L
'

Co
,
is = { f: co , is → IR

,
S! If HK at c, }
-

Nfall - V fol fltlzdt
-

1123 : HEHE Nna2tn5
Rd : Hall

z
- Nuit - - - toed

Folger can) 11644 = NITWIT quadrat's on Karrergente Reiner
-

K f Ik = VS! IfChp at

Skalarpwdukt in Rd

CE , yes
= qty = son Yat NaYat - - tnd yd

in Qd : L E , yes = netty = stay, tnzyzt - - - toedyd
< f , g > = S! fett gets out



§ 4.2 . Skalarprodnkt in tin .
Riinme :

Def: Sei V bin . Raum . Ein Skalarproduktanf ist eine Funkti on

c.
,
es : Vx V → IR falls : VXV
Jw

Csn) cm
, ay t

be> = ac se, y
s t b c se

,
73

..
fir alle se , y it EV ,

a, b Skatare linear im 2
. Argument .

§ Csd Cse
, y
s = cm, y

> Ciiber R)
'8 Cn, y

> = Cygnet (falls Tiber G) ⇒ symmetries ch .K

Css) positive definiert falls :

Def..
C ni ins 20 fir alle se E V ← wenn nur das erfiiltt ,{ c se

,
as = o ⇒ a- o damn positive semi definiert.

Bsp . 1) Euklidisches Skalarprodukt Cx
, y
> = XTY (standards kalarprodukt)

2) c f , g s = Sf feat gcn) at

Bem : see Rd : Hell
,

- Nczeies ; f E L? It fall -Ncf,fT

Def: Man sagt does It . H ans dem Skalarprodukt c. , . > kommt falls
Itself Nesta

.

Def: Sein se
, y
EV bin. Raum mit Skalarpwdukt c. , . > . Man sagt se

ist orthogonal auf y (setup falls c se
, y
> =D .

Bsp : IR
"

, EE IR
""

orthogonal A- [Mode . .?µ]
I = diag { hi , da , . .. , an } mit da ,

. . .

,
An > o

Dann definition wir :

A- = Eta £ ⇒ EE ETI'Re = ETI E -- I ⇒ As symmetriesch .

< a , a>¥
! yTA= Q E IR I = Skadarproduct .

c.
,
-

see
: R
"
× Rn → IR



Bennis : Aaiomeiiberpnifen :

Csn) Klar ca , are + but > =uIA= Caretbad)=uICaA=EtbAw)

= auf#et butane = ace , ESE

tbca.ws#Cszlcuesa=--cu,esat--CuIAatT--oIETufe'Ie- tous#
(S3) 'I ,k¥=yTEy=yT(£¥€yy=

A- symmetnisch .

= Cut@T) Nau) = (Qu)Tn (Qu)= Utv wit re -- Qu
-

= = = - = - = = - -

- - =-

in ur

UT V
-

-

Somit:c a ,k¥ - ETI e --
g.
⇐ djlvjl ' Zo und

w
70 20 = 0 her falls alle

U
,
=

z= - . .
= On = O

⇒ falls E-I ⇐ E-E-I ⇒ a:O

Samit ist c .
, .SE ein Skalarprodukt auf IR

"

Hella - Ncttiesa
= -

I - Normans I - Skalarprodnkt .

Bem : Falls A -- fo , da ,
. . .

,
an } mit da ,

- - -

,
du > o

dann alles gleich ausser :

< 1,4¥
-

g.
Ig dj lvjl2=0 ⇐ UE -

- -

- on -- O on frei H.

⇒ Sonnet nicht nur a- o !

alle a
-
- ET f!) haben < a ,a¥=0s

⇒ Kein Skalarpwdnkt ?

da c.
, -3¥ symmetrisch . positiv semi- definiert .



V9

Beam : Wie rechnet man eine Projection?

÷
i w -- X-aty .

i x
, y
E V bin . Raum

-47 > y
UU-*y

Projection ion x auf y : was ist a- ay
? * = ?

x - u Ly ⇒ ex-u
, y >

= O ⇐ cx
, y >

= cu
, y >

⇐ ex
, y> = oxy , y>

⇒ ex
, y
s = xcx, y >

⇐ a =
Cx
, ys

Cy ,y > fiir y * o

Somit ist die Projection ion x auf y : gud,
'

y EV

is:: .

In:sanitation
.

Bem : fiir V-- R
"

mit Euclid . Skalarpwdnkt :

y
"
e I Hstehtfiir T

Pye = y¥tyIF=y =

ayy, ( Iya )
"

-

E
- Eye Cin diesem Fall)

.

x

H Matrix ! P(y y
-
- Kyu
') ⇒

( H: Hermiletransponiert Cine)) D
⇐ Tramponiert Cin IR)

standardskalarpwdnht, ex, y> = II. ( by:]
E-EIHT - (1%11)

"

p
bzgl . Euclid.iscues Skadar

"

product (ex, y > ⇒ ⇐ FIFI.)
In IR

"
ist eine orthogonal Projection auf y die Matrix Ey = Projections
Fxarty .



Bem : Das haben wir bereitsgesehen ! ( Householdermatrix) → Spiegelungar
Bem : Bild Py -- span { y }

Theorem : [ Schwarz 'sche llngleichung ]
V bin

.
Raum mit c.

,
as Skalarprodukt : Dann:

I ex
, y > I ENcxsxtwcy.gs fin alle x , y EV

Oder l L x, y> I E ANI
- Ily 11(
Imi .

.
. . )

Bowers : o Fiir x=0 ⇒ Klar

• Armahme x # O
, y ¥0 . Sei E- ax, y> x

-Cx
,
x> y EV

OE Cz
,
z > E ( Cx, y> x - c x , x >y , cx , y> x

- ex
, x
>
y 7

=

= Cx
, y > Lex, y> x

- ax
, x
>
y , x

> - ex
, x
> Lex, y> x

- ex
,
x> y

= Cx
, y > city> ex, xs

- ex , y
> ex, Cy , x>

- ex
, x
> city> ex , y>

-

- ex
, x
> ex
,
x> Cy , y>

4 2 2 2 4- 2
= 11×11 Ily H - 11×11 ex, y> < y , x > ⇒ 11×11 ex

, y> Cy , x> E 11×11 Ily 11

HO ⇒ 11×1 > o }⇒
2

⇒ I ex, y> I Ellxlfllyll
'

Kx
, y> l E llxll

- Hy " m

Somit sind wir berechtigt , Winkel (auch andereats den 900- Winkel) zu

definieren .

x
, y EV bin

.

Raum
.

Fy -- areas :&::3!#



Theorem : C Pythagoras]
V lin

. Raum mit c. , • s und Il . Il aus c. , . >

x Ly ⇒ llxty IT = Il x .-

y 112
= 11×112+11 y 112

Def:. I E V bin . Raum mit Il - H

U heist Einheitvektor
, falls Hulk 1

Theorem : Sein en
, ez ,

. . .

, en
Einheitvektoren im lin

.

Raum Vmit c.
,
. >

und Il . H aus c.
,
. >
, PaarWeise orthogonal .

Dann sind en , ez ,
- . .

,
en bin . unabhiingig .

Beweis : die, t dzezt . . . t kn en = o l - ejs

< da en t dzezt . - t then , ej 3=0

In seq
,

ej
> + Iz c ez , ej s t - - -

t In < en , ej >
= O

u f 11

O O to O

Ijcej , ejs = O } ⇒ dj -- o

ej to cans def .) fiir alle je Machen :

⇒ da -- O =dz= . . .

= An

Somit sind en , . . .

, en bin
. unabhiingig

Konsequenz
n paarWeise orthogonal Einheitvektoren in einem lin

.
Raum der Dimension n

bi Iden eine orthonormal Basis im Raum (ON B)

Bern : in IR
" { In ,

. . . In } ONB

E- [ In ,
. . .

, en] ⇒ Vtv -- I
= =

( E orthogonal Matrix . ) Vektoren orthogonal anfeinander &
binge 1 .



Bem : Sei { e. , . . .

, en
3 ON B in V .

Sei re e V beliebig
¥5's es gibt eindeutige da ,

. . -

,
dn soclass

D= da en t dzest . . .

t kn en

< eji
} ⇒

⇒ cej , us = d, cej , east dzcej , e, > t - - -

t kn Cej , en> ⇒
" I ,

N
o o djcej ,ejs -4

I

cej , us
- dj fiir j = 1 ,

. . .

,
n
,
d.h

.

die Koordinate Lj von de istej .

Damit D= c en ,
use, t c ez ,

v > ez t - . -

t c en ,
I > en

Projection von re auf ej ist
:

cej , re > ej

Somit Kinmen wir v seher ats die Summer der Projekt-onur von U auf die

Basisvektoren en , . . . , en .

÷: ÷:
-
-

Fir V -- IR
" /C" kiinnen wir das auch mit Projectionsmatri ten schreiber :

{ be , be , - - i

,
kn } ON B in IR

" / en :

E-
j
ckj , re > Ej

= ¥, Ckj
"

e) Kj =
, bjcbj

the )=j Ckjbj ") e ⇒
in

EBI
h

a- EP re ⇐ E - II, Ebejj=i=kj

⇒ geht nur fiir ONB !



unendhichdimensional
Theorem : [ Parseral]

f
V bin

.
Raum mi t s . , . >

,
dim V-- n

,
{ bn

,
. . -

,
bn } ONB .

n

x EV ⇒ x -- I < bi
,
x > bi .=.¥

,
xibi mit xi= cbi , x >

⇐ i

±=f¥! ) koordinatenvektor

yEV⇒y=
,

< bj.ysbj-j.IE yjbj a
-_ (Tj! )

Dann ex , y >
= Etty -- CE , I >

↳
eukl. Skalarproduktin RYE

"

Beweis : ex
, y > =i¥¥, Iicbi , bjsyj - III ' II

"

ofiiri#j
i fiiri- j

Bem : Projection auf Unterraum :

bn
, bz , - . -

, bkEV paarWeise orthogonal , llbjll
- I

< bi
,
bus - o fiir it k Fiir x EV

r
b-3 D= X- ( Xnbytxzbzt. - - txkbk)
-

.

n
Projekt

-

onion x auf
a.

E ( span { bn , - - - ibn}
(

÷ = Summer der Projekt
-

omen

! Pbi auf bn
,
. - -

, bk . mit

! -

⇒ s b Xi Cbn , XS, . . . , Xk
-

- Cbn , X >
Pbi l

.

.

.

.
- Z

- Weil not bn , bz , - - , bkk
. . . . .

. . -f . .

o. .
"

Pcb
,
,bzy± Lbj , W> = cbj , X > - Lbj , Xnbntxzbzt . . . txkbk >

=

--

b
t

Xj xjcbj , bj> = xj
-n

=

xj
- xj

- O ⇒ bj IN

Uk -_ xnbat . . . txhbk - PL span { bn , . . . , bk }
"



§ 4.3 . Gram - Schmidt - Algorithms (NS Sei le 96 )

Theorem : { on
, or ,

- . .

, on } Basis in V lin . Raum mit c. , - s .

Es gibt dann eine ONB { qn , . . . qn } von V so class

span { fi , qz , - - - , g- j }
=

span { on , Oz , - - . , Uj } fiir ja 1,2 , . . . in

Us 7.
G

n '

( N

Gz r ! 73

I
>73

! V,
.

> ⇒ s is
< .

- 7 fz

q, a
9- i Pqik . - - . . . . . .SE .

-
-

L

9-a
Beweis and Konstrukhon Gram - Schmidt :

Gegeben : { on ,
.
. .

, an } Basis in V . Ziel : { q , , - . . , qn } ONB in V

ga
-

- ÷,
In ⇒ on = HE 11g , = cqn , Un> q, Ui Cq , re, sq, tOqztOf, t .- to gu

CE Y
- ptspanfqn} U2 = Vz- C Gn Mz> Gn VE C fi , I,>Gn

t Catz , U, > qzt Off

9-2=1%4, ⇒ CE llczllqz = c qz , sz, q,
t - - - tofu

↳ = G - Ptspan q, ,qz3 03=03
-

Cfn , 63> An
- ( Gz ,Us> 9-2

g-5-
£ Us = CGn , Uz> Gn t CGz , 03542

t Cfs , Us > fast . . -
t O -fuAGH

Weiler so . . .

Ck
= Uk- Ptpan Eq, , - . . , ga-a } Uk = Vk- Z for the > fr- - . - - 'Fk-n Mk> fk-n

Uh= Cafu, did Gn t Catz , Uk> fat
- - -
t
Cfn , Uh> q.at Of heat . - - t O

-

Gu

Gu
-

-÷,
Ck E span { Un , - . - , uh-n , Uk } , fat span { oh ,

. . . , 7h- a }
and so Wei ter

Un= Lqn , Vhs ofa t Lqz , In> Gz t . . -
t C gn t Un s gu



Bsp : V-- Ra [- 1 , I ] = span { Po , Pa , pz , p, } pj CH
-

- t

< p . q > =L! p IH q CH dt standarddefinition Skadarproduction
Funktionen mit dem Integral E- 1,13

Ist Epo , Pa , pa , p, } ON B in Pg Fr , a ] ?

< po , pas
= It at= o ⇒

Po Lp ,

< po , pzs
= f?
,
it
'

at t O ⇒ Po If Pz

Gram- Schmidt bant eerie entsprechende ONB

Gn
= 11¥ Po also branche

H poll

Cpo , pas
= 11 at= 2 ⇒ Il poll = Nz ⇒ fi- tr po

CE Pa
-

Cota , pas q.
= Pa- tr e poi

,

pas q,
= Pa

O

Ccn , czs
= In Pn ftp.CH at = I ⇒ qi-FI p,

c
,
= pz

- e pn , pas Gn
- C Gz , pp fr

can , Pz> = I
,
# Eat = F- ; cqz , pie Tz tat -

- o } ⇒
⇒ as = pz

- F- q. ;
c c, , c,

> = f! ( t' - F- Iran )' lat= . . .

G-3 =÷,
Cs

Gram - Schmidt ⇒ orthogonal Polynome bzgl . c-
,
- s

⇒ Legendre Polynome



Bem : Gram - Schmidt in an IR" mit euklidischemskalarproduktgibt
in Ken Schnitt . . . :

Qu = (q1 , In) of t CE,
"

Ia) E
t
. . .

t (Anthea) feat 0 Guy t . . . tofu

↳
lin

.

Komb
.
von

Gy , 9=2 , - - - , Ek (Ekta l
- - -

i 9-n)

Matrix mat Vektor
, q

's

Ik I

=

Ez . . .

Ethic

④
Gaited

lo en

n x k

↳ zu nxn
oh , . . ,quam ,

. . .

, fu
¥77
Ate
"
He

O
'

so
← mitoenerweitem .

iii.¥ .
. .

÷: :÷÷i:÷÷:b.
nxk hxw#

H - ten ]h¥ .
.

↳
Spatter orthonormal Vektoren.

Nach n - Schnitte: i

here. - - - en) -- foe . . .

it
""

also A== EE ⇒ DR- Zerlegung ion A !



Bem : G n } ⇒ QR- zerlegung .

Householder- Spiegelunger-
↳ In jedem Schnitt : Vor-ten : sehrgenau

VerWende orthogonal Matriten un ein Teil der oberon
Drinksmatrix zu barren .

(Statoil
,
aber tener. )

Diese 2 Metroden liefern anch eine ONB in IR
"

,
outer

erst am Ede des Algorithms.
d.h

.

wenn wir unterbrecheen dann haben wir ni arts

be wir ganz fertig sind mit denn Schriften
⇒ Wichtiger Unterschieh zu Gram - Schmidt !

G#dt : in k-ten Schnitt :
bane ( qn , qz , . . .

, qua ) , que
orthonormal

Mia einer Oberon Dreiecksmatrix

Vorteil : Kann finiher aifhoren , grinstiger .
Wachtel : instabi ler . ( Rundungsfehler addieven sich)

Frage , die wir une Stellen missen wenn wir entscheider Welches
Verfahren wir bennetten Wollen ..
Wollen wir eine lo

sung ,
oder eine perfekte tosung

?

in -
Gram-Schmidt Housholder-SpiegelUng

Givensrotation

Bem : Wann Kann das Algorithmus zusammenbnechen ?
• Il call= o ⇒ Division durch O→

⇒ Eh
-

- O ⇒ our cqn , ok> Gn t -. -

t <
fu-n , Uh

>
fu-n

= tin . Komets . von Cfn , . . - , 9-k-n
Un ,- - -

xUk-n
⇒
on , uz , . . . , Vu

bin . unabhiingig ?



Algorithmus modifizierle gram- Schmidt

fiir j -- 1,2 , . . -

,
n :

re -- Vj

( C÷÷÷÷÷÷÷÷... .. ... ....rjj = Hull
U

Fj
=

rjj

euklidische Norm : Il . Hz =
"

Linge des Vektors "

Hulk = Nuit . .. tvnz
'



✓ 10 20.77-20

Projektoren

X
9
;

7 y

Pyx

U
,
U E V

Py : V→ V pyx = I} y orthogonal Projection
Ey-- orthogonal Projektor auf Vektor y

Falls V-- IR
"
ten : pyt=I¥ - III

Verallgemeinern :

Def : Sei Vein linearer Raum

P : V→ V lineare Abbildung heist Projektor falls PK P
V- IR

" l E" damn identifieren wir P wit E

E : e
"
→ ¢

"

p
'

=p
= =

Kerk Bild E Die Projekt on Tst orthogonal fallsj
-

I

§" Eu a- Pyx t Bild P fiir alle E E Cl
"

E I

d.h. nur wenn I- Pye E kerne
"

p
"

CE-Pyx)- O

pH×= PHPx
= - = =-

Damm gilt : Falls P
"
=P ⇒ KerEt Bild I

= =

I orthogonaler Projektor



Def : E heist orthogonal Projector falls ELE und E
"

Falls nur P'=P grit ,
damn heist I schiefer Projekt or .

Bsp : Schiefer Projector .
U
,
VE Cl

"

mit v
"
u# O

,

- spanEd schiefer Projektor
if I
9

>.
E

E- PXE KerE

§ T

j#→E± > y
schief Projection con I aifu

/
t

.

.

.
- Pye

←Kernel (Ktv G geht nicht)
E - III! Schiefer Projektor

↳
=

genan das Vektor , das orthogonal
auf k ist .

BildE - span { a } Deswegen ist das der kernel von I

Ker ! -- span Erft

Narum ? EE Ina a (e'te)
H

x E KerE ⇐ EE - o ⇐ a e)=p ⇒
XU,

= O

III" -I ⇐ { auz -- o y * e
⇐ a-O

w .

AEQ
:

A Un - O

⇒ Etty -_ o ⇐ Etv

Ist span Ea} - span { a
" } ?

E- (II:] at Citi a-is ⇒ canst -- a- [It:]
spanner nicht densellsen Raum auf .

that BI - O

a-xitptpi -- O atPti (p-a7=0{ ataitp-pi -- o at pti ex- p)-o



⇒ {ftp.o ⇒ a =p-- o ⇒ a
,
a linear unabheingig !

H⇒
span Eu} * span Ea } !!

2. Bsp. Schiefer Projector :

If E G
"k

sodoes E-
"

I = I

↳ Spatter von T and paarWeise orthogonal und
haben die euhli dische Norm 1 .

E⇐ EV
"

orthogonaler Projektor Crunch Def . )

BildCIK BildCII

E- Can , #I ⇒ unit to ;]= =

to
"
-

- FE E) I 9¥ I -

- Eti't# En= =

-

3. Bsp. Serin die Matri ten
-

V
,
V soclass V

"
U = I

(wir Sagen
: die spatter ion U , V sind biorthogonal)

I = TV
"

schiefer Projektor= =

Bild P= Bild V
= =

KerI = Keren = ( Bildt)
&

Def : Norm einer Matrix AI , die ans einer Vektomorm kommt :

H Ell = man HE Ill
HEHE 1 )
↳ Vektornorm

Bsp: HEHE man 1111112
;

II Illemark# Ella
111112=7 HIM= I



Bern : nicht alle Nomen von Matrizen kommun aus einer Vektornorm .

Bsp : Frobenius - Norm

H Elle =.FI/aijl2TBedeutung
einer Nom einer Matrix :

"

grosse
"

der Matrix ⇒ wie viel kiinnte die Matrix einen
Vektor vergrissom ?

Projection erhiitt binge nicht{ nom CAI . norm CBI t norm CE -E)


