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Serie 03

Aufgabe 1: Autofahrt iiber Bodenwelle [ > 10 ]

Ein Fahrzeug der Masse M féhrt {iber eine Strasse mit starken Bodenwellen. Die Bodenwellen seien durch
ein sinusférmiges Profil beschrieben. Der Abstand zwischen zwei Minima sei L. Das Auto bewege sich mit
konstanter Geschwindigkeit v in horizontaler Richtung fort. Die Réder des Autos seien durch ein einzelnes

Rad

modelliert, dass tiber eine Feder mit Federkonstante k& mit dem Auto verbunden ist. Die vertikale

Auslenkung des Autos aus dessen Ruhelage an einem Punkt mit maximaler Steigung sei z (siche Abb.).
Die Réader beriihren stets den Boden.

)

b)

z
Fahrzeug

Abbildung 1: Schematische Darstellung eines Autos auf einer Strasse mit sinusférmigem Profil.

Bestimmen Sie die vertikale Trajektorie h(t) des Schwerpunkt des Rades als Funktion der Zeit ¢
(siche auch Abb.). [1]

Loésung: Da das Rad mit dem Boden verbunden ist, folgt es dem sinusférmigen Verlauf der Boden-

wellen h(z) = & -sin (27z/L) ([0.5]), wobei die horziontale Position = v - ¢ durch die horizontale

Geschwindigkeit des Autos gegeben ist:
H
h(t) = 5 sin (2wvt/L) [0.5]
Kommentar: Da nicht spezifiziert ist, zu welcher Zeit sich das Auto an welcher Position der Boden-

welle befindet, kénnte man auch eine Phage mit in das Argument des Sinus aufnehmen. Diese ist
jedoch in der Aufgabe nicht von Relevanz und wurde daher gleich Null gesetzt.

Welche Kraft wird iiber die Feder auf das Auto iibertragen? Wie lautet demnach die Bewegungs-
gleichung fiir die vertikale Auslenkung z des Autos? [2]

Losung:



Die auf das Auto (in z-Richtung) wirkende Federkraft ist durch die Langenénderung der Feder z —h
relativ zur Ruheldnge bestimmt und lautet demnach

Fe(2) = —k- (2 — h(t)),  [0.5]

H
=—k-(z— 5 sin (2mvt/L)). [0.5]
Die entsprechende Bewegungsgleichung fiir die Masse M lautet
Mz = F(z) = —k- (2—5-8111(2771175/1})). 1]

Die konstante Gravitationskraft ist bereits in der Gleichgewichtsposition des Autos beriicksichtigt.

c¢) Finden Sie die stationiire Losung' dieser Bewegungsgleichung und berechnen Sie die Schwingungsam-
plitude zp in Abhéngigkeit der Geschwindigkeit v. Unter welcher Bedingung an die Geschwindigkeit
v tritt eine Resonanz auf? [3]

Losung: Durch Umformung finden wir folgende Form

H
Mi+k-z= k; -sin (27wt /L), [0.5] (1)
die einem getriebenen, ungeddmpften, harmonischen Oszillator (]|0.5] fiirs Erkennen) mit Eigenfre-
quenz
w=+\k/M,
Antriebskraft
H
Fa - k;,
und Antriebsfrequenz
Q=2mv/L

entspricht.

Nach dem FEinschwingvorgang kénnen wir fiir die Lésung den Ansatz
z(t) = zp - sin ()
machen, der durch Einsetzen in Gleichung 1
(—Q%- M + k) - 20 - sin (Qt) = Fj - sin (Qt)
zur Gleichgewichtsamplitude

Fy

T

zZ20 —

'!Obwohl wir in unserer bisherigen Betrachtung Dimpfung vernachlissigt haben, nehmen an, dass jedes realistische,
schwingfahige System eine endliche Ddmpfung hat, und somit die stationdre Losung unabhéngig von den Anfangsbedingun-
gen ist.



d)

und zur Gesamtlosung
Fy

W= -

fithrt. Resonanz tritt auf, wenn 2 = w [0.5], also fiir die Geschwindigkeit

csin Q) [0.5] 2)

L
=k/M - —. 0.5
v= VM- 0]

Berechnen Sie die maximale Beschleunigung amax der Masse M im Falle der beschriebenen Radauf-
héngung mit Feder und fiir den Fall einer starren Radauthéngung. Vergleichen Sie die beiden Faille.
Welche zusétzliche Eigenschaft sollte ein realer Stossddmpfer besitzen um die vertikale Beschleuni-
gung des Fahrzeugs zu reduzieren? [4]

Losung: Im Fall der Federverbindung benutzen wir die gefundene Losung fiir z(t) (Gleichung 2
und erhalten durch zweimaliges Differenzieren nach der Zeit

3(t) = —20- Q2 -sin (Qt).  [0.5] (3)

Die resultierende maximale Beschleunigung ist dann

Omax,] = 20 * 0? (4)
Fa 2
oo ! )
H w202

Im Fall einer starren Verbindung zwischen Rad und Fahrzeug folgt das Fahrzeug der Bewegung des
Rades

H
z(t) = 5 sin (Qt), [0.5] (7)
sodass die maximale Beschleunigung in analoger Rechnung durch
H
Omaxp = o [0.5] (8)

gegeben ist. Der Quotient der Beschleunigungen

2
Omax,1 w 1

L = 0.5 9
Amax.2 w2 —02 1— %z [ 0] ( )

zeigt klar, dass die Federaufhdngung die Beschleunigung im Vergleich zur starren Radauthingung
niemals reduziert. [0.5] Ein realer Stossdampfer sollte daher zusétzlich zur Federung noch eine Damp-
fung besitzen. [0.5] Die Démpfung reduziert die Amplitude zp im Bereich um die Resonanzfrequenz
erheblich und vermindert so auch die maximale Beschleunigung. [0.5]



Aufgabe 2: Schwingungsisolierung [ > 11.5 |

Fine Gattersidge wird in einem Séigewerk verwendet, um Holz in industriellem Massstab zu sdgen. Die
periodische Bewegung des Sdgeblattes erzeugt eine periodische Kraft der Form F(t) = Fycos(Qt), mit
Amplitude Fj und Frequenz €2, auf das Fundament dieser Sédgemaschine. Damit die Kraft nicht direkt auf
den Boden iibertragen wird und diesen zum Schwingen bringt, wird das Fundament mitsamt der Maschine
(Gesamtmasse m) elastisch auf Stahlfedern aufgestellt. Die Aufstellung kann effektiv durch eine einzige
Feder mit Federkonstante k beschrieben werden. Ein Modell der Aufstellung ist in Abbildung 2 gezeigt.

ohne Dampfung mit Dampfung
T TF(t) F(t)T
0 | m Maschine + Fundament m |
k Feder k Xl d Dampfungs-
glied
Boden 7777777

Abbildung 2: Schematische Darstellung der Maschinenaufstellung. Links: Situation ohne Dampfung (Auf-
gaben a-d). Rechts: Situation mit eingebautem Dampfungsglied (Aufgabe e).

a) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung x der Gesamtmasse m aus der Ruhe-
lage. Losen Sie diese fiir den stationédren Fall mit dem Ansatz x(t) = zgcos(2t). Driicken Sie die
erhaltene Amplitude z( als Funktion von n = Q/wy aus, wobei wy = /k/m die Eigenfrequenz des
schwingfihigen Systems bezeichnet. [2]

Losung: Es handelt sich um eine erzwungene Schwingung ohne Dampfung, wobei die Triagheitskraft
F, = m& gleich der Summe aus Federkraft Fj, = —kx und periodischer Antriebskraft F(t) =
Fycos(t) ist

mi = —kx + Fy cos Q. (10)
Wir setzen den gegebenen Ansatz x(t) = zgcos(§2t) in die obige Gleichung ein und lésen nach xg
auf:
—mQ2xgcos(U) = —kxgcos(Qt) + Focos(Qt) (11)
Fo
_ 12
R e (12)

Im néchsten Schritt ziehen wir % aus dem Bruch heraus und benutzen zuerst wy = /k/m und

danach n = Q/wp, um das Endergebnis zu erhalten:

Fy 1
To = 7 mQ2 (13)
k 1-— :
Fy 1
_fo 1 (14)
F 1
=2 (15)

(1]

[0.5]



b)

d)

Begriinden Sie warum die von der Maschine auf den Boden iibertragene periodische Kraft durch
Fg(t) = kxz(t) gegeben ist. Berechnen Sie die Amplitude Fg g dieser Kraft in Abhangigkeit von 7.

2]

Losung: Nach dem 3. Newton’schen Gesetz gibt es zu der Federkraft F, = —kx auf die Gesamtmas-
se m eine betragsmaissig gleiche Gegenkraft F,, = kz auf die Feder (mit umgekehrtem Vorzeichen).

Diese Kraft wird von der Feder auf den Boden iibertragen.

Die Schwingung der Federauslenkung x(¢) fithrt dann zu einer periodischen Kraft auf den Boden

Fg(t) = B, = ka(t) (16)

1
—F-
07

— cos(2t), (17)

2

wobei die Losung fiir z(t) aus Aufgabenteil a) verwendet wurde. Die Amplitude der Kraft betragt

1

FB,OZFO'1
-n

. (18)

Bestimmen Sie |Fp | fiir die drei Fille . — 0,  — 1 und n — oo. Skizzieren Sie basierend auf
diesen Grenzwerten den Betrag der Amplitude der Kraft |Fp | als Funktion von . [2]

Losung:

Wir betrachten die Grenzfélle separat

lim|FB’0| == FD (19)
n—0

lim|Fp | = o0 (20)
n—1

lim |F0| = 0 (21)
n—00

Anhand dieser Grenzfille kénnen wir die Resonanzkurve in Abbildung 3 skizzieren .

Wie sollte wg gewdhlt werden, damit moglichst wenig Kraft auf den Boden iibertragen wird? Be-
rechnen Sie speziell die Bedingung an wyp, unter welcher weniger als 5% der betriebsbedingten Kraft
Fy auf den Boden iibertragen werden? [2]

Losung: Nach Aufgabenteil c) sollte ein moglichst hohes 1 (n > 1) gewéhlt werden, um die Kraft,
die auf den Boden iibertragen wird, zu minimieren. Dies entspricht einem mdoglichst kleinen wy.

In diesem Fall gilt |Fo| = Fo - |ﬁ| =Fp- ﬁ und wir erhalten als Losung
|Fiso| <0.05-Fy [0.5]

< By

(
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rel. Kraft, |Fg ol / Fo [1]
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Anregungsfrequenz, n = — [1]
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Abbildung 3: Skizze der Resonanzkurve fiir eine ungeddmpfte, erzwungene Schwingung.

Hier ist nur die positive Losung der quadratischen Gleichung korrekt, da die Frequenzen € und wy,
sowie deren Verhdltnis n, positiv sind.

Nun wird noch ein viskoses Dampfungsglied in die Maschinenaufstellung eingebaut, siche Abb. 2
rechts. Die damit verbundene Dampfungskraft g = —di, mit Ddmpfungskonstante d, fiihrt nach
dem 3. Newton’schen Axiom ebenfalls zu einer Gegenkraft auf den Boden. Die Auslenkung der
geddmpften, getriebenen Schwingung lautet

xp(t) = zpocos(Qt + ¢), (26)
mit
B Fy/k
TD,0 = \/(1 — 772)2 T 452772) (27)
d
f= 5o, (28)

und der Phase ¢, deren Ausdruck hier nicht relevant ist. Geben Sie fiir diesen Fall die auf den Boden
iibertragene Gesamtkraft Fip(t) an und berechnen Sie wiederum den Betrag der Amplitude dieser
Kraft, d.h. |[Fg |-

Wie beeinflusst die Dampfung diese Kraftamplitude |Fp | fiir die zwei Félle n ~ 1 (nahe Resonanz)
und 7 > 17 Was leiten Sie daraus fiir die geeignete Wahl von & ab? [3.5]

Losung:
Im gedédmpften Fall betrdgt die periodische Gesamtkraft auf den Boden
Fy =k~$D(t)+d-iD(t) (29)
=k-xpo-cos(Q+¢) —d-Q-xpg-sin(Qt + @) (30)

und hat die Amplitude

|FB.0

= (k- 2p0)? + (d- Q- ap )2, (31)

1]
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Vergrosserungsfunktion, Vsxwy?

o
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Q
Anregungsfrequenz, n = — [1]
Wo

Abbildung 4: Vergrosserungsfunktion V() fir £ = 0 (blau) und £ = 0.05 (rot).

Fiir den Resonanzfall (n = 1) ist klar, dass die Gesamtkraft durch die Ddmpfung kleiner wird, da
sie im ungedampften Fall divergiert, mit einer (noch so kleinen) Dadmpfung aber endlich bleibt.
Dieser Umstand wird in Abbildung 4 verdeutlicht, in der die Vergrosserungsfunktion V(n) (siehe
Skript) fiir den ungeddmpften Fall (£ = 0, blau) und den gedampften Fall (£ = 0.05, rot) abgebildet
ist.

Fiir den Fall (n > 1) haben wir 2p o & x¢. Dies ist auch aus Abb. 4 ersichtlich. D.h. in diesem Regime
ist die von der Feder auf den Boden ausgeiibte Kraft mit und ohne Dampfung ungefihr gleich. Die
Gesamitkraft auf den Boden wird in diesem Fall durch das Ddmpfungsglied noch vergréssert, da sie
zu einer zusitzlichen Komponente in der Gesamtkraft fiihrt.

Diese Kraftkomponente gewinnt mit steigendem 7 mehr und mehr an Bedeutung im Vergleich zur
d'Q'ID 0
Federkraft, e 2&n.

k-x
In Anbetracht dieser beiden Grenzfille sollte die Dampfung weder zu gross noch zu klein gewéhlt
werden.

[0.5]



