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Serie 02

Aufgabe 1: LC-Schwingkreis

Wir betrachten einen Stromkreis bestehend aus einer Spule, einem Kondensator und einem Schalter (siehe
Abbildung 1). Auf der oberen Platte des Kondensators befinde sich die Ladung Q. Zum Zeitpunkt ¢ = 0
wird der Schalter geschlossen. Der Kondensator entladt sich, und die Ladung beginnt durch die Spule zu
fliessen.

a) Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der Ladung Q(t).

Hinweis: Wenden Sie die Kirchhoff ’sche Maschenregel auf die Kondensatorspannung Uc = Q/C

und die induzierte Spulenspannung U, = L% an.
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Abbildung 1: LC Schwingkreis

Losung:

a) Wir benutzen die Kirchhoff’sche Maschenregel und setzen die Ausdriicke fiir Kondensatorspannung
und Spulenspannung ein,
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Da der Schalter anfangs geschlossen ist, ist der Strom @ anfangs Null und die Ladung auf dem
Kondensator entsprechend maximal. Dies fithrt uns direkt zu folgender Lésung der Differentialglei-
chung



Q(t) = Qo coswt (2)

1
mit w=—— (3)

VLC

Etwas formaler erhalten wir diese Losung, in dem wir den allgemeinen Ansatz Q(t) = Q1 coswt +
Q2 sin wt zur Losung der Differentialgleichung des harmonischen Oszillators verwenden. Durch Ein-
setzen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung erhalten wir w = \/% Die Anfangsbedingungen

Q(t=0) = Qp und Q(t = 0) = I = 0 legen die Konstanten zu Q; = Qo und Qo = 0 fest.

Aufgabe 2: Schwingung eines Holzwiirfel im Wasser [ > 16 |

Wir betrachten den folgenden Versuchsaufbau aus einem Holzwiirfel der Kantenldnge [ = 10cm und
Dichte pg = 650kg m™3 in einem Wasserbecken. Durch eine Fiihrungsstange, deren Masse und Volumen
vernachléssigt werden kann, wird sichergestellt, dass sich das Holz nur in vertikaler Richtung bewegen
kann (in grau dargestellt). Das Wasserbecken sei ausreichend gross, so dass Anderungen des Wasserstandes
vernachléssigt werden konnen. Die Position der Unterseite des Wiirfels relativ zur Wasseroberfldche werde
mit y(t) bezeichnet.
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Wir betrachten den Fall, dass der Wiirfel stets teilweise ins Wasser eintaucht, also nie komplett auftaucht
und nie komplett untertaucht.
Zunéchst soll Reibung vernachléssigt werden.

a) Driicken Sie die beiden Kréfte, die auf den Holzwiirfel wirken, durch gegebene Grossen und/oder
bekannte Konstanten aus. [2]

Hinweis: Die Auftriebskraft entspricht der Gewichtskraft des verdringten Wassers und ist eine
Funktion von y.

Loésung: Die Gewichtskraft ist

Fog=—-mug |05 =—pulg.[0.5]



b)

d)

(Als Losung wird es hier auch akzeptiert, wenn der Betrag der Gewichtskraft |Fg| ohne Vorzei-
chen angegeben werden. Dann muss in der folgenden Teilaufgabe eine Differenz F — |Fg| gebildet
werden.)

Die Auftriebskraft ist

Fa = Vverdraengt PWasser 9 [0'5] = (_y) 12 PWasser g- [0'5}

Stellen Sie fiir die Position der Unterseite des Holzwiirfels y(¢) eine Differentialgleichung in der
Form ¢ = —ay — § auf. Berechnen Sie o und g fiir die gegebenen Zahlenwerte. [2]

Loésung: Die Beschleunigung in y-Richtung ergibt mit Hilfe des 2. Newton’schen Gesetzes aus der
Summe der Gewichtskraft und der Auftriebskraft:

mpuy = Fg + Fa [0.5] = -—mug -+ (—y) 12 PWasser 9

Aufgelost nach g lautet die Differentialgleichung

. PWasser 12 g PWasser 12 g  PWasser ¢
j=—9g—————Yy=—9g—— 5y =— —~y—g.[0.5]
my pul pa 1
Mit den gegebenen Zahlenwerten folgt
= PWesser 9 151572 [0.5]
pu 1

und
B=g=981ms 2 [0.5]

Geben Sie einen Ausdruck fiir die Kreisfrequenz wg des Oszillators an und berechnen Sie die zu-
gehorige Periodendauer Tj. [1.5]

Loésung: Die Kreisfrequenz lésst sich direkt aus der Differentialgleichung ablesen:

wo=a[05] =, /P05 12,357 ~ or - 196 Ha
PH

Fiir die Periodendauer ergibt sich

T =27 /wp [0.5] ~ 0.51s. [0.5]

Berechnen Sie die y-Koordinate der Ruhelage yg,. [1.5]

Loésung: Im Gleichgewichtspunkt gilt ¢ = 0 und somit

. PWasser 9

0= = —gq. 0.5
o lygg 9[ }




f)

Daraus folgt
pulg PH

Yoo = — =— 110.5
B8 PWasser 9 PWasser [ }

(alternativ: yoe = —fF/a).
Durch Einsetzen der Zahlenwerte erhalten wir

650
Ye2 = ~ 1000 10cm = —6.5cm. [0.5]

Der Holzwiirfel wird aus einer Anfangsposition y(0) = yo mit der Anfangsgeschwindigkeit ¢(0) =0
losgelassen. In welchem Intervall muss yg liegen, damit die Annahme erfiillt ist, dass der Wiirfel
stets teilweise ins Wasser eintaucht, also nie komplett auftaucht und nie komplett untertaucht?
Begriinden Sie Ihre Antwort. [2]

Losung: Der Wiirfel taucht komplett auf, wenn er sich 6.5 cm iiber der Gleichgewichtslage befindet
und er taucht komplett unter, wenn er sich 10 cm—6.5 cm = 3.5 ¢cm unterhalb der Gleichgewichtslage
befindet. [0.5]

Die Amplitude darf also maximal 3.5 cm betragen. [0.5]

Die Amplitude ist gleich dem anfanglichen Abstand vom Gleichgewichtspunkt yg — yge (weil die
Anfangsgeschwindigkeit 0 ist und somit die maximale Auslenkung gleich der Anfangsauslenkung
ist).

Demnach muss

(0.5 [0.5]
—10cm < yp < —3cm

gelten.

Es soll nun eine neue Koordinate 3 eingefithrt werden, so dass wir eine homogene Differentialglei-
chung erhalten. Geben Sie an, wie § hierzu definiert werden muss. [0.5]

Losung: § =y — yge [0.5]

Um von nun an die Reibung zu beriicksichtigen, modifizieren wir die Differentialgleichung zu § = —ajj —
VY-

g) Fiir welche Werte von v liegt ein schwach geddmpfter Oszillator vor? [2]

Loésung: Die charakteristische Gleichung lautet
A+ A+ a [0.5]

mit den Losungen
42

0%
)\1/2:—§Z|I 4

a. [0.5]

Schwache Dampfung liegt vor, wenn der Radikand negativ ist, [0.5] d.h. fiir 42 < 4a. [0.5] <

v < 2y/a.



h) Geben Sie y(t) fiir den Fall von schwacher Démpfung an. Verwenden Sie den Anfangszustand
7(0) = go und %(0) = 0 und driicken Sie IThr Ergebnis durch g, o und v aus. [4.5]

Losung: Der allgemeine Losungsansatz fiir die schwach gedampfte Schwingung lautet
§(t) = (C1 cos(wt) + Cysin(wt)) e [0.5]

mit p =7/2 [0.5] und w = \/wi — p? [0.5] = /a—~2/4. [0.5]
Aus 7(0) = go folgt
o = (Crcos(0) +0)e [0.5] = Cp =go. [0.5]

Aus 7(0) = 0 folgt dann
0 = w(—C sin(0) + Cy cos(0)) e? + (C1 cos(0) + Casin(0)) (—p)e [0.5]
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Daraus folgt:

2 2
g(t) - gO (COS < o — Z‘:t> + Mi,}ﬂ/zl Sin ( o — 1t>> e*%t [05]



