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Supremum , Infimum ,
Maximum & Minimum Eigenschaften von Funktionenbeziiglichsurj . & inj :Analysis 1h2 Zusammenfassung sup IN := "

kleinste obere Schwanke " mit sup 1011 := - a Seein f : ✗→ Y und g : Y
→ 2-

. Sei go _f=id× .
inf IN := agiossteuntere Schwanke

"

mit inf 1011 := A11520 Prof. E. Kowalski and 1=521 Prof .T.Riviere • fund gsurjektiv ⇒ gofsurjektiv dann ist : • f injektiv
Max 1×1 := sup 1×1 } existierennur fir Heil - lgeschhossene IntervaleLina Dewindt ldenindt@ethz.ch mink :-. infix ) • fund g injektri ⇒ g. of injektiv •

gsurjektii.
• gofsurjektiv ⇒ g surjektiv

• fog tidy1.Grundlagen:
Bsp : Sei ✗ = [ a , b) . sup 1×1=6 , inflx)=a . ☒ max 1×1 and min 1×1 -_ a • gof injektiv ⇒ f- injektivQuantoreni.lt fiir alle Sei A- C- a

,
a)

. sup 1×1=-1 ✗ , inflxl = - a Imax 1×1
,
min 1×1 .

ABER: • gsurjektiv # gofsurjektivF es existent ein

☒ es existent Kan
Kardinalitiit : Sei ✗ eerie endliche Menge . Dann ist card IN die # • f injeklti # go finjektiv
Element , welche die Menge ✗ enthoitt . Card IN two .

F ! es existent glnanein Eigenschaften : card /✗ ✗ y) = Card IN card (y ) Partialbmchzerlegung , Kochrezept : → niittlichfir Ableitungen & Integrate
logik : card /✗ UY) + card /✗ MY)= card 1×1 + Card (4) Sei Pnlxl Polynom n- ten Grades and Qmlxl Polynomm- ten Grades

> A nicht A

AAB A and B Binomialkoeffizienten: and fw=¥m, .

AVB Aoder B Coder beide)
• Allgemeine Def: ( k€230 und n c- ¢ )

a) Falls n > m : Polynomdivision (mit Rest )(→ generational + echtgebrochen)

A- ⇒ B Aimpliziert B
h - In - 1) - - ' " ( n- k + 1) k -40 2) NST von Qmlx) berechnen

k!(2) = {
,

3) NST ihrem Partialbruchzuordnen :
A-⇐> B A gilt genan dann wenn B gilt k=o An Az Ar

• reeve r- f- ache NST Xo :
( ✗- ✗o,

+

( ✗- ✗of
+

- - -
+

1×-165
Negationsregehr : 717A ) A

• Def . aus der Kombinatorik:(KEI> o und ne Ezo mit n> K)
7 (AUB ) (7 A) Al > B) • komplexer- fake NST : E- atib

(1) = n !

7 (AAB ) GA ) V17 B) k ! In - k) ! An ✗ + B A> ✗ + Bz Arx + Br

Polynommit den
" "" A "" F" " A ""

wichtige Eigenschaft : ( I )=(nIk)=(n-k 1) + (Lif )
niuntreeuennst

→ 1×2+29×+61 +1×2+29×+67
+ - - - +

1×2+2ax + b)
r

> ( FX
,
Atx) ttx

,
7A IN 4) Gleichunganfstellen

7 / A ⇒ B) AAH B) (2) + (2+1)=(1++1) 5) Trick : NST einsetzen → Zahler einfacher NST
.
btw

.
hiichster Nstberechnen

kontraposition : A ⇒ B ⇐> 713 ⇒ 7A (Aussagensind 6) Koeffizientenvergleich
* 7A ⇒ 713 gleichbedeutend)

Mengenoperationen:
Mitternachtsformel : axztbx + c-- o ⇒ ×, ,z=

-b±Nb""T Der times Supremum :
Sei an eine beschroinkte Foley .✗ c- A Element von za

ACB Teilmenge von Partialbmchzerlegung : ( Kochrezept ) : the 1N
, definiere : bn : -- sup { aklk> n3= sup { an ,an+, , . . . }

An B Durchschnitt ⑨ surjektiñtiit , Injektiñtiit , Bijektiñtiit : ✗ Y ⇒ d.h . bo= sup { ao , ar , az , - . . }

AUB Vereinigung ⑥
a

✗ tufty) ↳ = sup { anana} , - - -} dann ist limb
.

-_ limsupanSurjektiv:
" mindestens 1

"

Ants=P Disj . Vereinigung
be sup {az.az , aq , . . .} n→x n→a

~ - auf [0 , a) :

AIB Different 1 A ohne B) ✓
,

→ Graph muss gante Bildmenge
"
Schneider

" Indnktionsbeweis
, Kochrezept : -2.7 : Aussage Alnlistwahr Vn> no , NEIN

AOB := (A)B) U (B) A) Symmetñsche Different ⑧
Vy c- Y 3- ✗ c- ✗ mit fix)=y

1) Induktionsverankerung : Beweise Aln
.
) direkt (moistens nil Coder no=oD

A
'

Komplementiir
2) Induktionsannahme : Annehmen

,
dass Aln) fiir ein n > no gilt

[ aib] Abgeschlossenes Intervale ( d.h
.
inn . a & b) Injektiv :

" hiichstens 1
"

✗ s.cl
. y= f- IN ✗ Y

3) Induktionsschntt : BeweiseACni-hmitderIndnktionsroraussetzung.la
,
b) bzw

.
7. a ,b[ Offence Interval ld.tn

.
ohne a & b) ↳ Streng monotone steiglnd Danaus folgt dann Aln) gilt ltn> no :)

lfakend ⇒ injektiv
Mengenlehre :

flail __ flxz ) ⇒ µ=✗,
↳" Jede Horizontal schneidet den Graphengenauix .

" Fohgln Mit ktlliufungspunkten konstruieren :

IN : natiirliche 2-ahlen : { 1,2 , 3 , . . .
}

INO : IN U { 0 }

qyµ= ( WS (h )) the IN
2 :

gauze Zahler
: {

. . -

,
-2

, -1,0 , 1,2 , . . .
} Bijektivi Surjektiv & Injektiv

sin (n¥)④ : rationale 2-ahlen ✗ Y

IR :

reek 2- ahlen Ariete Hcinfungspunkte :
^

~ .1C : komplexe 2-ahlen {3=01 : Here Menge /Than
"

ayy)= ( WS (n
- 211Th)

IN C No CZCQ CIRCE
. thy c- Y F. ✗ EX : f- IN __y sin ( n .q☐✗) ) ✗EM



2. Folger konrergentkriten.cn : 4. Funktionen
1) Nwuforgenkriterium :

an bildetkeine Nullforge ⇒ ¥9 an divergiertBasics : (an/ NEIN = { an , az , as , - - - , an } ↳ anchbeialternierenden Reihen ! Tipps & Tricks bei der Grenzwertberechnung :
2) Leibnitz kriteriwm : an monoton f- allende Nullforge ⇒ £1-1)

"

an

Konvergenzverhalten von Folger A- 0 • Dominant : log In)<nk< In ,
ahah ! < n

"

V-kc-INo.ae/Rkonvergiert.Bsp.leglnKrnV-n-nx,F him an ⇒ Forge ist konvergent .n→,
3) Majorantenkriterium : Es Seien an , bn > omit

login,
>÷ > at ,

a
"
> ÷ > In

t an > bn th ab einem genissen no .
Dann gilt :BereChuen von Grenzwerten : Konvergenz ausserdem: fair ✗ → + ✗ :

- . - < loglloglloglx))) ( loglioglxcloglxk ✗
✗
< e×

,
ok ✗ 1. < ✗

✗

E. an konvergiert ⇒ Ebnkonvergiert .teigen• Dominant → siehe neichste Sette fiir ✗ → Ot : . . .
< Ioglloglxllc log 1×1 < (F)

✗

4)Minorantenkriterium : Sei Fbn eine dir
.
Reine und an die Element einer

• Briiche : Durch die griisste / Kleine te Potent des Éahlers /Nemmers teilen
• Bñiche : Durch die gnisstelkleinste Potent des Fathers /Nennersteilen

f Foley mit an > bn tn > no c- IN
,
so divergiert cinch die Reine d t

• Wurzelterme : mit der 3
.
binomischen Formel erweitem

Divergent In an 1 meisitens : E. bn ist die harmonies che Reihe)
⇐ Sandwich- Theorem ✗→ • ✗→ °

• Sandwich - theorem : Falls an mono ton steigend / f- attend : Suchi
* Jen & > ,

• Wurzel trick bei Wurtelterme (→ Emeiterung mit 3. bin . Formel )
4) Quotientenkriterium : @= him / an" / ⇒ §

,
an { divergenteine untere & Obere Schwanke calms an Hn c- IN

n→ ,
an konvergiert Qa • Betreige: Vereinfachung durch iiberlegen Ob Arg > 0 oder < O ist

und Cz 1h13 an Hn c- IN mit him calm = nbiyzczln)=c
ma ↳ geeignetfiirn ! , ah , Poly none Kline Aussage Q=1 Beschrcinktheit der Fkt

.
ausnutzen 7.13

. Ying Hsin / 1×1--0Dann gilt
: hi;zan=c ↳ hinreichend

,
aber nicht notwendig .

• an ist Mono ton f-ahead / steigend & besitzt untere / Obere Schwanke g) www.eekn.fen.am : divergent L > y

☒ Dere"""- Trick

µ,[ = limnÑanl ⇒ É an { • Die Kegel von Bernoulli de l
'

Hcipital : figy.gl/y--limf
""

✗→ xo guy
=
. . .

= him f
"'
1×1

⇐> konvergenz ma n=o konvergiert K1 ✗→ ✗og
"'m

hgeeignet fir an= Ibn)" Kline Aussage 1=1 ↳ fiir Grentwerteder Form % , %
3. Reihen:

↳ falls 0 - a → Umwandeln in G-
, falls a - a → %

•
a 6) Kriterium von Raabe: mittlich wenn Quotientenkeitenumscheitert :)

• Fundamentallimes (in diese Former versuchen umzuformen)Geornetrische Reine : ¥0 g.
"
=

, -qq.EE Iq 1<1 → a.IN?oqn--ao1-9-N
"

1- q Sci an eerie Forge pos . Zahler und sei lim 0m¥ --1 .
n→a ① him 11+1 )×=e fyizH+¥)×= ea

✗ Wenn 7 linin - ( 1- ana÷)=:X und ✗ =/ 1 , so gilt fir fan :
✗→ a

alley . harmonium Reine : ¥
,
Is { towerVert f

" s> ^
⇒ i.A : lim /1+01)°=e How→ a fir ✗ → a

divergent fiir set
"→•

✗→ a

(Dirichlet - Reine)
(Riemannsche 3- Fkt .)

• ✗ < 1 ⇒ Divergent ¥2 (¥)% him 1 , + g)
f-
= e

How → 0 fiir ✗→ a
• ✗ > 1 ⇒ Konvergenz ✗→ a

Potenzreihe : alley . Form : f- 1×1 = ¥
,
an / ✗- Xo )

"

mit Xo : Entwicklungspkt . ② him
sin 1×1

7) Integralkriterium : Bedingungen:#pan erfiille : ① an> 0 ✗
= 1 ( Beweis : sandwich - Theorem mit kleiner Trick)

✗→ o

Konvergenzradius : Sei R der konvergenzradius einer Potenzreihe . Dann gsetze an= fin,
② an monitor fhhlnd

⇒ i.A. him
sin -0=1 V-o.cn - o fiir ✗→ a

konvergiert die Reine absolut V-✗ E E
,
1×-161<12 and divergent a

✗ ✗→ a 0

Dann gilt : Ian konvergiert ⇒ fpflxldxkonvergiertb- ✗ c- Cl
,
Ix- ✗ol > R n=p • a

Ferner gilt i. A : I
•

Taylorpolynome:↳ R=£= I 1 am Quotienten - btw . Wurzelkriterium
n=p+,

an E fpflxldx £ £ an
n=p

↳ Rand Ix- ✗
☐
1=12 muss separat betrachtet werden . ( hier um ✗ = 0)

↳ fcxt-EE.anlx-x.in → new an anschanen . 8) Vergleichsknterium : Seiun Inan und En bn Zwei Reihenmit an , bn> 0 .

Wenn 7 limn→•%b = A c- [0.x] , dann haben die Reihen dasselbe

binomische Reine : ( ✗ + g)
✗
= É (1)✗✗" y

"
✗ c- 6

,
×
, y c- IR & N Ronvergentverhatten .

1<=0 9) mit Definition : Egan = him -2 an
N→ ✗ n=o

↳

Konvergent falls ×> 0 und 1¥14
Vorgehen : ally . Formel fair Sn finder → Flin SN⇐ Reine konvergiert* NTA

Cauchy - Prodnktformel : Seien É
,
ein und ¥0bn absolut hour

.
Reihen

. b) absolute Konvergent : abs
.
Konv

.
→ Konv.

x

Auch Umkehrschluss : In! , an Abs . konv.⇒ an ist NullfolgeDamn gilt : Écn
-
- ( Ean).IE?isn)=-I-In--0

n=, 1<=0
Akbh-k

11 ) Cauchy - Kondensationssatt : Sei an> O und monotone f-attend .

• substitution : lying
.

f-☒ = bin f- In ) mit a. = ¥; uldu→ Uo

Dann : Egan konvergent ⇐> É Znazn konvergent e.B. ein Sei bin fin . damn :
n=o

✗→ ☐
+
✗ In 1×1 {u 1×1=-41×1 → a- e-

"

✗→×,

↳ n durch 2
"

ersetzen
,
das ally . Ghidmit 2

"

multi plizieren . = tying - u e-
"
= 0
,

"" ¥10T - ↳""= • fin → glu) ,
u → no wobei

↳

besondersgeeignetwennloglniwrkommtsloglnn-E.nl0912) ☒ mittelsbekannte Grenzwerte ↳ = ¥7
.

" '"

-2.13
.
/ In.IE/?-EnIEjIozJzn-iU-1zK1 12) Taylor der Retter • in Potenzreiheumwandeen Dann : linn flN= like

.
glut

✗→ Xo



Sammlung niitzlicher Folger & Reihen: Reihen : Weiterewichtige Potenzreihen:(ETaytorreihe.umdennuupkt.entnicnelt.tn
- a taxi• [F. = 2-n¥ Knew • ¥

,

k =
nlnt"

• ea×=2n=o
n : =1+ax+¥"+¥?t . . .

Grenzwerte von Folger n" 2
"

• sink)=Zn?of, ,n ×
""

• £ ^ n
• zk2=

nlnt"-12^+1 )
(zn+ , ) :

= ✗ - + ¥÷ F- - .
k= ,
4k'-1 =zn+ , th c- IN

• Lima # =D HSE ④
+ k=^ b

• cos 1×1=2%1-yn ×
"

•
n

n

un, :
= 1- + I÷F . . .

• fin login)
n→ nk

=0 fiirk>0 ••Inln+n=1 ( Mengoni - Reine) • -2k
>=/ nth;^) ):( £42

• arctanlxj-z.pe?o1-,,kx2kt1• limqn-ottq.EC Iqkl
n=^ k=n K-1

,zn+ ,,=x-¥+÷ -¥ → diesefkt
.
Sind

n→•
• him nk

• an __ 1 ; anti } / an -1¥ ) → an KNX • £12k- 1) =n2 2
"

• him at = 0 fiirlal> 1 n→aTn=° fink>0Wh IN > 1
k=,

• sink)= -21×2 - ✗
" + }? ✗

'
I . . . analytisch

• him "Ta - 1 Hat Rt • limnka"=o fink> o • harmonische Reine :[ii. 1k - divergent (Riemann 'scheg-fkt.nu/-s--1)
• cos

-
IN = 1- ✗

'
+ ×

"
- }? ✗

• ± . . .ld.h.tl?=Fkt.)n-sa
n→a a n

Nk und la '> 1 • geometrischeReihi.IN?oxn=g?xfiirlxK1-KomA Laurent
• Sinha)=En=o1zn+ ,> i. ✗

""
= ✗ + i. ✗ ' + F. ✗ ' + . . .

• time. In
-_ 0 V-kc-IN.kz c- ¢

,
12-1>1 n

• him • cosh 1×1=5
^

n→

= 0
• Potenzreihe: -11×1=-21. , an / ✗- Xo )

"

n=o(zn,:X
"
-

- It ✗
'
+# ✗

"
+ ✗

•
+
. . .

• him horn -_ 1 a 1- isnt
n→a

• him
1 ✗

a konvergiert fiir s> 1 • lnlx ) =In= , n 1×-15=1×-11-1,1×-1)Z± . . .

→ ocxcz

n→,
ann !

=0
• Riemann'sche }-Funktion :{

n= ,
-ns{

divergent fair set• fjm
^

n→, login,
=0 fiir n > 1 a

• NÑ=EÑ=o(E) ×" Bem : a- liohestaylorpolynom -_ Taylorreihe• him nn÷=0 • Itai '
n→,

µ, µ ,
→ atternierende harm

.
Reine → konvergiert . Vereinfachungen :• him n÷=0

ma • Exponentialfunction:Éon÷=e;¥I¥=e× •

'

✗+2--3+1×-11=13 - 1^+1×-311=13 -

g- 1=13-17 - "¥+(×¥_Y- . . . )• ¥zn÷=0
•

1

Potenzreihen ( Alte Reihen um 1×1<1 Oder lxka) 1×-312=8×-1^-3 =¥¥

Funktionenfohgen ,
Grenzwerte : Geometrische Reine : f-✗ = .FI/Y=1tx+x2+x3+ . . .

• lnlxtln 1×+1 - 1) = lntlt 1×-11)

sink)
•

^
• lion

✗→ o ✗
=1

• him
✗→ ✗

eat y+×=IÑ=ott)h✗h= 1- ✗+ ✗2- ✗3 + - - . • e✗= e - e
" '

✗
b
= + A %

•

^ of
,
wg(µ2hd×=

1-2-3 - - " (2h - 3) (2h-1 )
• him

✗→ ☐

ArltAhk)
=p

g- ✗
2=-2%0×2" = It ×'t ✗ " t . - . 2.4-b . . - • 12h -2) -2h

-

✗
• limns Chi;)! I

• so
"

•
^

gin /✗12h d✗=
1-2-3 - - - 12h- 3)12h-1)

.
-1• him

✗→ o
Arcsinlx)

=p • him
✗→ ,

lnlx) y+×z
= Into 1- 1)" ✗" = 1- ✗' + ✗4- . . .

✗ ✗- y
=/ 2-4 - b - -- 12h- 2)-2h 2

•
1

• him
✗ → 0

✗
a- ✗

= -21=0 ( Ia)"= 1a . / it # + (Ia )'t . .. ) • ( a" - b ' )= ( a- b) latta> btazb't ab> + b4)
sinlax) =1a • him 11 - cos IN)=o

• lim×→o sinlax) ✗→ 0 ✗

Integrate /Ableitungen der geom . Reihe:
• a' + a' + a> + a' + ai-1-cai-n.la" + a> + 1)=/atilla + atilla? -ati )

sin 1×1
= A ✗

• lion
•

1
• him

✗→ a
X - sin / 1×1=1 ✗→a

lnH+×)
= *

µ- ×,
,
= Info In + 1) ✗" = 1+2×+3×2 +4×3 + . . .

• (atb)
>
= a

>
+ Zabtb

?

• him
,,→ ,

a
" -1 • him ↳""

•
^

• ( atb)
>
= a

>
+ 3a2b+3ab2tb3

✗

= lnlal
✗→a nrx

=°

(✗ - a,z=En%( Ia)
"

"ln+Dxn=a÷+¥+%÷+ . . .

• him
✗→☐

lnlatx) 1a
• him 1- = - A • him /%):O • ×

""
•
a
'
- b' = ( a- b) ( atb)

✗
=

✗→ o
- ✗

,

• lull- X)= - In=o n+ ,
= - (✗+ Ézt¥t . . . )

• am
✗
2 ^"

wenn acb• lim×→a ✗Na = 1 ✗→ o 1- ask)=Z • lnlni-xt.fi#-dt--En=otn+Yxn+1--x- ¥+51 - .
. . Binomischertntnicklungssatz:( ✗+ g)

✗
= In:(1) ✗" "y" ✗ EE ×,yElR

• him that ✗1=1
•

1
• him

✗→ a
✗Ñ= 1 no ✗

gyp =EÑ=o1z✗h(11th)l2+n))= 1+3×+6×2 + lox't . . .
↳

Konvergenz , falls ×> O und / 1×1<1

Xb • him arctanlx) __ Iz •

^
• him

,,→ ea×=0 ✗→a n+×p= -29=0^-2×4-"
"

11th)l2+m=^ -3×+6×2 - - - -

✓
Konv

. falls ×>04 /¥14 Grenzwert
, Rechenregeln• lion

,→o
e× -1

• lim
↳""

Binomische Reine:( ✗ + g)
✗
= F- (E)✗"kyk ✗ c- 6

, ×,yElR✗
⇒

✗→ a
xn=°

k=o Sci him an=a und ln→inzbn=b .
• lim×→o WSIN -1

• bin •

^ n→x

✗
=D

✗→ o+

= a y+×p=IÑ=ol- 1)" Intl)H= 7-2×+3×2 -4×3 + -
• loin fan. bn) = a-b

• bin
,,→o

1- WSIN n→a

×,
= 1

• him 1-0051×1=0 Dann :
z

✗→ o ✗

• NT+×= In:("F) ✗" = 1+3×-18×2 + F. is -÷gÑt . .. elimlantbn)=a+b
• lim×→o tank)

= 1 • bin • NT_Ñ= g- 12×-2-1.4×2 - fi,? , ✗
3- 1-3-5

✗
4-

.
. .

"→*

✗ ✗→ o+
↳ (×)=- *

2.4-6-8

• him
✗→ ± -15

tank)
• bin

a✗ -1 n

✗
= FA

✗
= lnla)

✗→ o Teleskopsummen : Ilan - ak+ , )= am- anti
• linn

✗→ •
( 1+1×1''=e k=m

Añthmetischesumme : Ék= hlnt
"

• him
✗→• (1- ×!, )×=é

' Riemannsche Summer:
z

( Beweis : Induction)
K-1

• him
,,→ In + ¥)×=ea lim-E.FI-11=1^-11×1 DX Fakuvtiit : n !=Ñk= 1.2 . . . .

-

n
,

0 ! :=1
n→x k=r

• him
✗→ •

✗a. lnb 1×1=0 limb-a-h%f1atkb-nat-fat.fi#Gammafunktion: TIN :=[t✗-' e-tdt
• him
, ,

WH)
n→a

n

✗
k
=D Tln+M=n ! n c- IN



stetigkeit Zusammenhang der lsteligkeits- ) Begriffe : Reihenstetigerfunktionen:
• Epsilon- Delta- keitenum : Sci Sk IR and f- n :D → IR eine Forge stetiger Funktionen .

te> 0,7s> o ,
b- ✗ HR : Ix- ✗oles ⇒ lfw-flx.it - E f lipschitt -stetig < Abteilung Die Fudge deer Partialsummen Snlxl = In!, fnlx)

Kochrezept : a. mit lfcxl - fluke beginner → find Ausdrucksd . "chriinkt ist eine Folgestetiger Funktionen .I
If 1×1 - f- 1×011 E. . . I ✗ - ✗ol < . - . E

punkWeise Konvergent von Sn IN auf R :

2. Sette ein I ✗ - ✗oles
3. If 1×1- fixate . . . lx-x.la . . . s . - < E f gleichmiissigstetig 7 him

µ→
Sn 1×1 = lying Into fnlx) b- ✗ c-R

4. Bennette
. . .

8
. . .

< E um 81×0
,
E) zu finder 18 heingt nur von E ab ) f diffbarf.r→ IR5. Feige , dass wirklich Ix - ✗ok 8 ⇒ If IN - f- (Xo) / < E

r kompakt( d symbol: En: fnlxi
• Grenzwert - Kaiten um :

lim fix fix.) f stetig gleichmiissigekonvergenz von Snlxlanf R :

✗→ Xo

•

Kompositionstetiger Funktionen It ,
-

,
*
,
1 Ifans nicht lo)) V-E >0,7N c- IN s.d.tn>N und th c-Df : Ifn 1×1 - fix) ICE

Funktion
, gegen

Folger stetiger Funktionen : die die Reihekonv
.

• Polyhome konkret :
I

• Exponentialfunktion Foley fn : RCIR→ IR
, fnstetig auf r th . bin

µ, §:p, / Into fnlxl
- En?ofn 1×11=0 btw

.

bin sup / fnlx) - fix to• logarithmsfunktion fiir Arg . > 0
• Rationale Funktionen

,
wobei Wenner to Punktweise Konvergenz :

e trigonometrical Funhtionen fn : RCIR → IR honvergiert punhtweise gegen fix) , falls 7.13
. fn 1×1=1×-12 )

"

ant ✗ c- [011]
• hyperbolesure Funktionen b- ✗ER fegizfn 1×1=1-1×1ftp.zsup/fnlH-flN--lnyizsupllx-1zY-o-BStetigkeitiiberpnifen :

Gleichmiissige Konvergent :
= him sup 11×-121^1=0 → gleichen . konv.

Flying
.

f- 1×1 ✗ c- R
"

and dieser ist eindentig
f. : RCIR→ IR honvergiert gleichmiissig gegen f , falls

[
nachweisen : Weierstrass - kriterium : Sei En: fn 1×1 eine Reine

1 Dim : renter & linker Grentwert berechnen - F & eindentig ? stetiger Funktionen . Nehme an
,
F eine Fodge Mn> 0 mit :¥2 YEP,

I fnlxl - fail = 0
-2.13 . -11×1 = {¥1M

✗Cp
fzlxl x-p ⇒ him f. IN É¥ip+ fzlx) != aa ✗ =o x-p

- ① Ifn 1×71 E Mn b- ✗ c-R und n c- IN

n Dim : • fath n=2 : transformerex und y in Polarword . → y muss sich
Bem : • Falls fn gleichmeissig gegen f konvergiert ⇒ f stetig

② Die Reihe En=% Mn konvergiert
rauskiirzen bein Grenzwert lsonst him nicht eindutig) .

⇒ damn konvergiert INTO fnlxl gleichmiissig auf R .

• Umgekehrt : punktweiser times fwnfnunstelig ⇒ fn
• fallsn new benuttenumtuzeigen class lim nicht eindeutig konvergiert nicht gleichmiissig gegen f.

↳ doch wie Mn bit den ? → Mn =qq.pe/fnlNlwiihlenistlsonstzukompliziert)
•

gleichmeissige Konvergenz ⇒ punktweise Konvergenz dann : Into £4k Ifn 1×11 konv. ⇒ In-9 fnlxl konvergiertgleichmiissig☒ Lipschitz - Stetigkeit :( 1-stetige Fkt . Sind insbesonderestetig) . Weierstrass

Satz von Dini : Sei f-n :X IR
"
→ IRM eine Forge stetiger Fkt. mit Satz : Sei Into anxn eerie Potenzreihe mit konvergenzradius p> 0 .If 1×1 - fly11<-11 ✗- y l l 30 ltx

, y c- IR
punktweisem times f und sei R Kompakt . Ist f- stetig und Dann ist Into anxn b- Rep auf C-R , R] gleichmeissigkonvergent .fn mono ton Wachsend , so konv. fn gegen f gleichmeissig .

↳ d.h.fnlxkfni.tn b- ✗ c- r Normale Konvergent : nicht gross angeschant , aber :f: RCIR- IR heisstgleichmiissig stetig auf R , falls

• Gleichmeissigestetigkeit :

die Reine normal -

normale konvergenz ⇒ lokalgleichmiissig konvergentHE>0,78--814>0 s.d.lt/.yc-rmit1x-yKSesgiet-fcx)-fcyikc Kochretept fiirgleichmiissige Konvergent :
Geg : Foley stetiger Funktionenfn : RCIR

→ IR Sei Into fn 1×1 eerie Funktionenreihe .Bem : E heingt new ion E ab und nicht mehr von ✗
iy

!
Ges : konvergiertfnanf R gleichmiissig? Falls In-9 llfnll : = Info syplfn INKA ,

dann konvergiertStetigkeit auf kompaktraum If:D →R ,
R kompakt) ⇒ f gleichmais"9 stats. ① punktweiser times von fnanfrberechnen : flxt-lnyizf.IN fiir fixes ✗El

Satz : Seiun DEIR , f :D → Reine Fkt . Dann Sind folgende Aussagenñguivalent : ② fn auf gleichmiissige Ronvergenz priifen :
it ltxoe IR

,
te > 0

,
78>0 : Ix- ✗

☐
Is s ⇒ If 1×1 - f 1%1 < E V-xeDK-s-kn-ten.am) • direct : 1)ftp.nlfnlxi-flxilwie?:dd-xlfnlx1-flx1l!--0ii)V-lxn1n=oin D

,
mit Lying ✗n= ✗ c- D

, gilt Liz funk f- 1×1 ( Foigenstetigkeit ) 2) bilde times fiir n→ • : nlyizq.ypelfr.IN - f- 1×11 =:O punktweise Konvergenz
iii) HU c- IR

, often ,
ist das Urbild f-YU) ED offer ⇒ dann ist fn auf Rgleichmiissig konvergent .

hltopologische Stetigkeit : Def . der avg.stetigke.it . → zeigen in Rainone no ☒ metn.hn)
ghlichmiassigekonvergenz

• indirect : • f unstetig ⇒ heine gleichmiissigekonvergent normale konvergenz
• fstetig , fnlxkfnn.IN b- ✗ER und R kompakt starker

⇒ gleichmcissige Konvergenz .



5. Differentiatechnung in IR b. Mehrdimensional Differentiatorechnung: Diffbarkat teigen , Kochrezept
:

↳ Komposition von diff barren Funktionen ist diffbarEindimensional Differentiatechnung : Richtungsableitung : (→ ist eine particle Abteilung . ) ⇒ moistens muss man nur einen Pktxo auf diffbarkeit ñberpñifen
in dieter RichtungFkt . heist diffbar ( im Punkt xD falls : an dieter Stelle d 1) Part . Ableitungen im Punkt ×. iiber Def. berechnen

Duf 1×7 = loin f- lith - ri ) -flit3- him f- 1×1 - f '"' = him f-"0th) - f 1×01=1-4×0) und dies er ist eindentig .
d

h
Ñ c- Rn

. . Richtung. ☒ part . Ableitungen ⇒ Funktion ist nicht I total) diffbar
✗→×
,

✗ - ✗o h- o h
h→o 2) F part . Ableitungen and die se sind stetig ⇒ Fkt . (total) diffbar

3) lin
.
Abb

. Jflxo ) im Pkt . Xo berechnen
Ableitungsregeln : Sei f , g ed .

Dann : Differenzierbarkeit: Sei UER
"

eine offene Menge , ii. I. c- U Vektoren
4) Jflxo) in Def . der Diffbarkeit einsetzen & Grenzwert berechnen

• Addition / Substraktion:(✗f- IN Ipglx))
'
= ✗ f-

'
a) ± pgllx)

und If (F) eerie lineare Abbildung . Die Fkt . (SF) f- : U → R ist Fkt . ist l total) diffbar in ✗
☐ falls Def . erfiiut ist .

•

Produktregel: (fin.gl/yY--f4xi.gw+fcxigicx)
(total) diffbar into ,

-falls folgender Greoitwertexistiert & eindeutigist : Allgemeine Kettenregel: Seienff
: IR
"
→ R
'
und gg :

R' → Rm diffbare
Manni - Matrix Funhtionen

.
Dann ist die Abteilung ion tho : IR"- Rm

,
H= ggofff im• Quotientenregd

: (fgY⇒'= f-
'

1×1-91×1 - fin -guy
(gimp 0 != fun f- IN - f- Hot - If 1×011×-1101 = am flxoth)

- f-1×01-41×01 - h Punkt ppe IR
"

gegeben durch :
✗→ xo 11 ✗ - ✗oh h→o 11h11

•

Kettenregel:(fog )
'
= f- ' lglxn.gl 1×1 ↳ ×

,
×. ,h sind Vektoren . h

. .
Kleine tinkering 1) ( go f) p= Dgfcp, 0 Dfp

• Umkehrregel :( f-
' (D)

'

ly) =
^

dfwf- ' If-11yd Gradient :
ox
. g.

go, ,p
, = ggygpy.gg ,p,

and Jfog 'P' = ]flG 'P" - Jglp )

Bem : Differentiation ist eerie line are Operation . 8-11×1=4 : )dflx)
↳ Wichtige Ableitungensiehe Anhang oxn Taylorentwickhmg :

Taylorentwining in 1 Dim : Betiehung 2- um VF : Taylorpolynom 2. Ordnung :

dq.tw/Taylorpolynom:Tnflx;xo)=-Zf'"
"" lx-x.ie +lx-xy.int#fnlX) df=d✗, fix) dat dxzfcxidxzt . . . + d✗nfc✗) dxn 7- Vcx, , . .. ,xn)= ①

" f"

Tzflx , a) = flat + Of (a)Tlx- a) t-zlx-aFHp.la) (x - a)k=o k !
T( im Pkt . xoentwickelt)

Umwandlung in Vektorfdd °×nf""
Taylorpolynom n- fer Ordnung : f : IR

"
→ IR

Fehlerabschiitzung : Rnlx ; a) =
f "" " (5) and umgekehrt( Nta ) !

(✗ - Xo)
""

5 c- [✗
☐ ,
✗]

↳ das Lagransche Restghid N . . Grad wmtaytorpolynom . Tnf ( ✗ , a) =ÉIJacobi - Matrix (Funktionalmatrix) :
⇐ok
:(0M¥ + - ..to/n&n)kflx)/x=axfMlxo)Taylorreihe:Tflx;xo)--¥, µ

.

( ✗- Xo)
" -

Of, IN dffx)
-

Bem : • oxi = ✗ i - ai

Bem : falls Taytorreihe = Potenzreihe : Fkt . ist analyte
-sch & Tflx ; a) = fix,

°" i.
" "

n ⇒ 2-verst ableiten
,
damn am Pkt

.
a answerten !

If 1×1 = : : f- : IR
"
- IR
"

mehrdimensional Diffbarkeit , Zusammenhang der Begriffe :
linearisierungen: dfm 1×1

.
. .

dfm
Sei f : R→ IR und ✗

☐

ER
.
Dann gilt i. A :dxn

Tangente an flxlim Punktlxo
, yol :

• fsletigdiffbar ⇒ f diff bar ⇒ f- partial diffbar ⇒ fstetigHesse - Matrix : ( bei SF : f.IR
"
→ IR)

ylH=f
'

ix.I - Ix- ✗e) + flat • f partial diffbar in ✗otpart.Abl.am/ostetg--7fdiffbarinxodZfcx)--.d2flHi-teZeile,j-teSpathe • f partial diff bar in ✗
☐

④ part . Abl . Sind in Umgebung von xostetig ⇒ f

"

°

i
-

.

g.µ,
dad✗ n

stetig diffbar in xoTangentialebene an f- 1×1 im Punkt lxo
, yo)

:

µfµ= ( ; ; | ← ist immer quadrate.su • Bem zur not
.

. Mei , tens , diff bar = total diffbar0*0×5
.

.

.

gyu,
&
symm .

2- = tlx.yl-flxo.y.lt/xlxo,yotlx-xo)+fylxo,ydly-yD dfw . . . cwegensatzwn Schwarz)
Wann

genan
ist jetzt eerie Fkt . Itotal) diffbar ?

Oxnoxn din
• Eine Funktion ist total diffbar , falls sie in jedem Pkt . ihres ID total

3D - Parameter :

diffbar ist .
fxlxo , yo) Implizite Differentiation : Falls die Fkt

. f : IR- IR die Gleichnng diff bar ⇒ stetig(E)=/51¥) + a.0151¥) idek ñe=(fun ,y.;) Starker i. stetig partial diffbar
2- Hot Zlto) - n Flx

, fin)=0 erfuilt & es gilt Fylxo , ylxo)) -40 ,
dann ist die Ableitungionf: 2. total diffbar {

Tstetig ⇒ 7 diffbar

Fehlerfunktion : 41×1=1-1×1 - [f' lxotlx- a) + fun]
3. Fake Richtungsableitungen

fly,= -
E / ✗ 'f"" ↳ d.h

.
7. part: Abteilung in jedebehibige RichtungFylx , -11×1) Fi = part . Abl. von F nach i Schweiker V4

. particle diffbar ( in Richtungder Basis vektoren)
Beriihrungspunkt von 2 Funktionen : Seien Fix

, y) und Bsp: Fix ,y)=× - zip- Sys - y=o
Merksatt :

of a
Fake part. Ableitungen von f in Richtung der koordinatenachsenFzlx ,y) 2 Funktionen , die sind im Punktxo , yo beriihren .

Dann :
☒
= 1 = - by' -15yd -1

→

y
'

1×1=6,2+1, ya + , in einer Umgebung eines Punktes Xo ( inkl.io) und Sind die

Fnlxo
, yo )= Fzlxo , yo) und TE 1×0,901--1101=21×0 , yo ) Bem : Fans f mehr dimensional → implicates Funktionentheorem partiellen Ableitungenstetig , dann ist f dort auch ltotal) diffbar



7. Gewiihnliche Differentialgleichungen: Bem : it Falls Inhomogenitiit qlxt-q.int . . . + grin besteht aus

Mehreren Termen : die einzelnen LE der Terme berechnen
7.1 Separierbare Differentialgleichung : ltrennungder

Variables)

& diese damn 2-usammenaddieren : Yp IN
=

y, 1×1
+
. . .
+ yr 1×7

DGL mit folgender Form :

y
'

=p lylqlx) → / pity , dy=/ 9- IN DX ii) 91×1 Kann man cinch kompleaifizieren: g- IN = wslx) →µ=i
→ Integrate lésen → implizite Gleichung y lexplitite Darstellung fiir die part . Iii . gilt damn : yplxt-Relzp.IN) Oder Inn ( 2-PHD .

von
y schuieriglliisungsmengereriindem 2 ))

② Variation der Konstantin :

Bsp : yy
'+2=0 → / y dy =/-2 DX ⇒ 1-2=-2×+4

,
GEIR

1) folgendes Gleichungssystem loser :
⇒ y=±N-4 4

yi"
7.2 lineare Differentiatechnung (

- -
'

Yn
'"

f. ( ÷;)=/ ?÷
-

.

.

:
Eine lineare DGL der n - ten Ordnung hat die Form :

g.
y!
""

- . . ynln-11
aoy

'"
t any

"'t
- . .

+ any
'm
=

of 1×1
2) Integrate ausrechnen ( Konstantin nicht vergesseen

!) :
↳

g. 1×1 : Inhomogenitiit
↳ DGL ist linear ⇒ hi :

y 1×1 = yh 1×1 + yplx)
Ui=/ Ui 1×1 DX

↳

ynixi : homogene
to
sung , y.pk) : particulate listing 3) Li

sung fiir die inhomo
gene Gleichung bit den :

6.2.1 Homo
gene liisunglqlxto) (Kochrezept)

:

yW= §,Uilxlyilx)
1) Sette Inhomogenitiit = 0 → aoy

"'t
. . .

+
any
" '= 0 Bem: yilxl : Eiheitsvektoren des n - dim . Liisungsraum der DGL (ohne Konstantin)

2) Ansatz :

y 1×1
= e
""

→ Chp (d) = a. do + . . .
+ and

"
= 0

Bsp : y
" 1×1+ y= w? ,×, →

yh 1×1=4 cos a) + Czsinlx)

3) NST in Ansatz einsetzen : 3 Fille :

1) ( cos 1×1
sin IN u ,• di ist k- f- ache reek NST :

w, ,×, ) ⇒ (g)=/ cos 1×1
-sink

- sink) cos 1×1) -(a) =/ ?
sin in coscx)) . / ?

↳
yi IN = Hedi

×

,
. . .

, y,
-

+ u
Cx) = ✗

k-'edit wslx)
)

⇒ u
,
=

- sin 1×1• di und Nj Sind reeve
, betraysmeissig gleich NST ld=± a) :

cos , ×,
i th = 1

'→ yilx)= cosh lax ) , yjcx) = sink lax) 2) µ, = f-
sin IN

cosh,
DX = In 1 cos 1×11 + C,

• di und Nj Sind komplexe NST / → konjngiertzueinander) (D= a±bi) : U
,=/ , d× = ✗ + ↳

Anfangswertproblem:D amit die hi der DGL eindeutig ist :
↳
Yi = e
" wslbx)

, yj 1×1
= e
"

sinlbx) 3) yW=c, cos a) + ↳ sink, + in / cosWoosay + ✗sink) n Anfangswerte fiir n Freiheit sgrade ⇒ Konstantin 4 ,
- . .tn bestimmen :

4) einzelneteilliisungen zusammensetzen ( G- c- IR) : ↳

Anfangsbedingungen in die avg.li
einsetten & GS liisen

③ Ansatztabelle :

ynlxl-i-E.ci yi 1×1 Bem : die Konstantin erst mit der komplettenliiylxl-ynlxityp.IN bestimmen
.

6.2.2 partikulcire bi sung lkochrezept
) : 3 Miiglichkeiten :

① Amate vom typ der vechten Seite: → nicht in Vlgeteigt .
Bed : g. IN muss folgende Form haben ly c- IR ) :

9. IN
= (bot b.✗+ . . .

+ bmxm) em

dann ist der Ansatzfiir die part . listing :
bo

✗hem
Chplk)(µ, falls m=O

Yp ""
= { ( c. + . . .

+ cmxm ) ✗Kem falls m -1-0

wobei K : Ordnung der NST von d
, falls d=µ

u , k von der Inhomogenitiit ablesen .

falls into : Ansatzfiir into in DGL einsetzen & Koeffizientenvergleich :
→ Koeffizienten Co

,
. . .

,
Cm berechnen



8. Extremwertberechnung : Beispiet: f- 1×1%2-1=44-22 , 4=1++5-1 , Yi 2x
-

y
- z -2 Potentiate :

1) NB 2-eichner:
↳ falls 7.

,
damn zugehioñg tu einem

VF . d.h
. ans VF das tngehiiñge Pot . bestimmen .8.1 Extremwerte ohne Nebenbedingungen in R

↳
Rand ist 4-To}

1) Kandidaten : • Intervale
grenzen

bzw. 4-yo} Potential : ein Potential Izu einem VF v. IC IR
"
→ Rn

• f- 11×1--1-0 ist ein Skalarfeld wit folgender Eigenschaft :
2) Art von Extrema : • f- " 1×01<0 : ( lobules) Maximum

f- TI
• f

"
1×01>0 : ( lo hates) Minimum

21 flay ,
et ist stetig & Meng.µ Mist beschriinkt & abg . → 3- Max. /Min .

→

Wegintegrale iiber VF mit Potential sind Wegunabheingig :)• f
"
l Xo) Vorteichenwechsel bei Xo : Sattelpunkt

3) Fkeine inner en Punkte oils kandidaten (→ betrachten mu Rand der Ellipse ) → Wenn ein VF ein Potential besitzt
,
heist sie konservativ .

3) Vergleiche lokale & global Extrema
04--1%1 oeil:) of -1¥ ) Satz : Seid Ecole

,
IRN) . Es Sind iiquivalent :8.2 Extremwerte ohne Nebenbedingungen in IR

"

4) as aufstellen & lésen : Tf = 11^04 + day, Wegunabheingigit Ff c- old) : D= df
,,
Fein Potential

"

1) Kandidater : If 1×01=10 I : 0=24×+2/12 II : 1 = ✗
'
+

y
' d

ii ) 2 Wege my, c- dpw (coin ;D :

g. 61=8261,8^111--8214 ⇒ fy.lt/y.d2) Art von Extrema: • Hf (Xo ) negativ definite Maximum
I :# = > " ' Y

- d ' & die NB saber : I : z=z× - y
- z

III: -2=-11 ,
{
iii) V-geschl.wegeyc-ipwlco.is ; R) y lot =p 1^1 gilt ↳ d--0

• Hflxol positiv definite. Minimum
⇒ d. =±Nñ iz -- 2 ✗ = I ¥ y=±¥ 2-⇒ % - z iv) falls F Potential zu V : f Vds = Ilya)) - I tflol)

• Hflxol indefinit ⇒ Sattelpunkt 5) Punkteanfschreiben: Pi (¥ ,¥ ,¥-2) v1 A ist dann konservativ.tl flirt:[" it → IR
Bem : • Falls Hflxol semipositivlseminegativdefinit → Kerrie Aussagezur Art des Ext . Pi /¥ ,

-¥ , ¥-2)
• Wenn Hf 1×1 negativ definite 1 the D) → fist konkav ↳ 7 von I herausfinden :
• Wenn Hf IN position definit I V- ✗ c-D) → fist konvex b) Punkte in f eins etten & vergleichen:

ftp.t = ¥+4 Integrabilitiitsbedingungen: V:D CIR" → Rn
8.3 Extremwerte mit Nebenbedingungen ( ✗ c- Rn)

f- ( p, )= ¥+4 }S°mit ist % win Max . and Pz ein min
.

Ovi Oj
Die Lagrange- Funktion

:

og.
= Hi -+j c- { 1 , - . . in}

( ( ✗
, y )

: = flx , y ) - EHifi di c- IR : Lagrange- Multiple
-hator

Bem : • Folds Rand nicht durch NB darstellbar : Fkt . direct fiir den Rand
answer ten & Fkt . wer te vergleichen n=2 Oder n=3 ⇐> rot /V1 =D " rotations frei "

f- lay) : die zuuntersuchende Funktion ; Yi : NB , Mit Yi
- '

{0 }= (Teil -) Rand •

Andere Mioglichkeit : Rand parametrisieren & Parametrisierung in fin
Kandidater: 711×11=-10 eins etten ⇒ wie gewohnt Abteilung davon -1-0 setzer & kandidatenberechnen Allgemeine Retept zum finder von Potentiation : V: Rc Rn → IR

"

mittels Parametrisierung : Sei
y :[ a , b)

→ IR
"
die Parametrisierung ① 7 Potential ? → 4 Faille :

Kochrezept :
811-1 = - - - 1) I einfach WZH & erfiiwt die Int. Bed . ⇒ Vbesitzt ein I1) Nebenbedingungenzeichnen

2) Menge solute abgeschhossen & beschriinkt Sein . → Dann -3 Max / Min des Randy
.
Dann sind die kandidaten die Punkte

,
die 2) Reinfach WZH & erfiutt nicht die Int. Bed.⇒ Vbesitztkein OI

Fkt . muss auf dem Bereich cinch stetigsein ! ( f- 0 g) 11-1=0 erfiillen . 3) r nicht einfach WZH &erfiiwt nicht die Int . Bed -⇒ Vbesitztkein I3) Gradient berechnen

4) Kandidaten : i ) innere Punkte : Pf 1%1=1-0 ( ✗
☐

c- Menge) !
4) R nicht einfach WZH & erfiiwt die Int. Bed . ⇒ Reine Aussage .

ii ) Randpunkte : 2 Miiglichkeiten : mittelsteilgebieten: flit auf Teilgebiete answer ten and ↳ Aber : 2 OpEwnen : i. finder gesohl.mil/yiidJ--o--ikeinE
• OLÉ 0 → funktioniertnurfiirreguliire Pkte

.

die Werte Vergleichen and auf diese Weise die 2. gehe tu Schnitt 2 , find Widerspmch
d.h

.
2- 13 . Oder & .

• Parametrisierung.dm-lfopltl.IO Eckpunkte
Extremaltellin bestimmen

.

-2.13
. wire fix, y )=✗y auf

5) Gleichungssystem mit Nebenbedingungenhisen
Then nicht Yn = { lay it ) EIR

>
: 11=0

, Kye 23 : fly
,

-_ 0 ② Potential & finder: a) V partial nach 1 Variate ×, integrieren
b) Kandidaten der Extrema + Eckpunkte I ☒ Abteilung ) anfschreiben ↳ hier so die Gebite definieren ,

so class die Eckpunkte → &=fYd×^+Cl✗z,__.i
7) Kandidater in f- IN einsetzen & ver gleichen imbegriffen Sind → so muss man sie nicht einzeln untersuchen :)

2) - nach ✗i ableiten :

dot
=¥ ( flhdxn + UH

,
. . -

,
✗nD Vi

→ so C (Xz , . - - , Xn ) bestimmen

3) Ergebnis ist I
= fvndxnt Clxz

,
. . - ,

✗n)



9. Integralrechnung in IR : 70 . Integralrechnung in IR
"
: Wichtigesiitze Integralrechnungin Rn

Hauptsatt der Integralrechnung : Basics : Vewtoranalysis :
Der Satz von Fubini :

b fflx)d×= Flxitc Skalarfeld : Q=[ an ,b,] ✗ . . .
✗ [an ,bn ] f :@ → Rn

faflNd×= Flb ) - Fla) ⇐ fix, = _dd×f(×, ↳ Tedem Punkt wird eine Zahl (Shahar ) 2-ugeordnet → Gradient bn bn

wirkt auf ein Skalarfld f. Rn→ µ ↳ fix)dÑ=fa
,

- . . fanfan , -- in) da . . . dxz9.1 Riemannsche Summer: mit Grenzen: f- 1×1=1-1×1 , . . . , Xn)
^

Vektorfeld:limlim -
n→ ,

bja-I-oflatkb-nat-fat.fixldx Been: Integrationsreihenfolgespieltkeine Rolle , falls fstetiganfo .n→aÑÉof /E)=/ fcxldx
↳ Jedem Punkt wird ein Vektorzugeordnet .

Integrate iiber Nomalbereiche :Bsp : lim Élakn + bn7-t-nlyiz.FI?.olakn+bn5t--nlyign1.-z..o(ank-+b)-£
"" "°

n n jj, µn→ 1pm k→µ= (
'" ' " ' ':?) ) Seir:= { IX. g) C- 11221 as ✗ Eb

, f- IN EYE GIN} ein Normalbereich .
= ! vaxtb dx

Dann gilt fui das Integral:9.2 Particle Integration : Km 1h
,
- -

,
✗n)

b b

f. fix,y,ds= gaby?;
"

"ohhh bestimmen :

fix)gWdx= -41×1
- GIN]a - / f'1×161×1 dx Divergent : gibt die

" Que Uendichte
"

an (Skalarfeld ) : fix,y ) dydx Amit faint>⇒[
µ . . . .q , a II. Rn → IR

"

f-
' 1×1 GIN divlk)=7Ñ=§¥- + . . . +0,1¥ Bem: i ) Integrations reihenfolge ist wichtig !

9.3 Substitution : Ti) Fair hiohere Dim
.

: Printip gleich .ulb)

flu, dufabflxidx-fu.ca
, uh,

du mit d×=u
'

1×1 Rotation: Falls Ñ: R' → 1173
, gilt fir die Rotation von Ñ : Transformationssatz ( E substitution)

8¥ -0%-2 Sei de Rd Io:D → Iocr) EIRD ein Diffeomorphisms und falls↳ Wenn Stammfkt . gesucht : am Schluss Riicksubstitution
f- auf $1M integierbar ist ,

dann gilt :↳

wiohtige Substitution siehetabelleim Anhang. rot ( Ii)=P✗Ñ= F) ✗ (¥;) = (8¥ -% ¥
, ,,fly→1dy→ =/ f- COILED I det dIlxDld✗9.4 Rationale Funktionen :

A A 8¥ -¥ a

G- rl-lx-q.gr-1
+ C r > 1

Redler- f-ache NST : f ( ✗ - ✗of d×= { Aw , ← ×, , + , r= , r → Ecr)=1R
"

Falls Ñ : R' → IR
'

, gilt : not (E) = 9¥ - off• Komplexe einfache NST : Sei b > a
'
.

Dsp: Polar koordinaten: E : coal ✗10,2 1×1- a. a) → Rn

f A- ✗ + B ( r.az , - (Yg:L) i
ldetd# 1"

✗2+29×+6
d×= In 1×2+2ax + b) +

B-at

anti-mutant + C Identitiiten: divlfk)= Of - Kt f. divlk) 2-

↳
seeker liisen : quad . Ergiinzung & geeignetesubst . dir (KH) = trot ( K) - k- rot ( L)

9. 5 Uneigentliche Integrate : Sein xp , ce R und - as a< ✗ < c<p< be a div (yf ) = Of = É Of
Bem : it detld -1-01×1) = Funktionaldeterminant von OI

,
doIW=3awbimatrix

totty f) =p
K-1 %

( Laplace - Operator)
b TH : 1%-11×1 dx=Y→m•[flxldx ii) I muss nicht 100% Differ sein gramm 'sche Det. von de

la -11×1 d×= Lima fjflxidxtplimbff.fi/1dx(T#Def.liicken dir (rot (k)) =p
iii ) alley . Fkt. Det . von I :lR

"
→ IRM istNdetlldo.tl/yT.d-oI#z.B.fIfIdx--alyimofI# in fans & : R' → 1123 : avg.T-wt.net ion I ist:/I ✗ 8¥11↳

fi;zf 1×1=10 ⇒[flxlkonvergiertmi dir / f- not 1k)) - of - notch
v1 Wichtige Parametñsierungen auf S

.

rot lrotlk)) =P ldivlk))- 10km0kz.DK} )9. 6 Rotations kiirper : V = -11 fabflxidx
dir (Ñ

,
✗Ñz)+Ñ , - rot LÑ ,)=Ñ, - rot IÑ ,)

Vil R oft = IR
"

,
& Polar / kugelkoordinaten

(r
,4,7)

Ansiitzezum Integrate loser :
"

KIE)=ñ c- R
'
konstant ⇒ homogen ⇒ div=0

• Substitution • Komische terme die aussehen
↳
Feldliniensind parallel Geraden

• particle Integration wie N ,
1¥ usw . rot =-D ⇐ Wirkelfrei

• Partialbmchzerlegung
↳ trigonometñschefkt? Begriffe : { div= rot = O '⇒ harmonica

div > 0 (⇒ Quelle
diu -=0 ⇒ QueUfrei• Probierenmithilfevon Abteilung

• Polynomdivision lmit Rest) divso (⇒ senke

• ffllx)
fix,

dx = Willful)+c
↳ 7. B bei /¥×zdx Gradient: SF → VF

Divergent : VF → SF
• Wurzelterme: it Quadratusch Operationen

Rotation 213 : VF → SFergeinzen ID und B {
ii ) Substitution (siehetabelle im Anhang ) Rotation 3D : VF → VF



Lina Dewindt

ilberblick Integrate Analysis I Volumenintegrale
Wegtlinienintegrale Oberfliichenintegrale allgemeine:{ flxldv gleich :

① Typl : iiberskalarfeld : ①Type : skaearfeldiiberfberf-a.ae integieren :
in Kartesischekoordinaten :Nvflx,y,z1d✗dy""id=fjHjtdt $sfWdy=%fWH°¥u×8¥Hzdndu
in Zylinderkoordinaten:

wobei" OI:B → 1123 ( & ist die
② Typz :

"

Uber Vektorfeld lure)↳S Parametñsierung ÑvfCr,4,Hrdrdy""*imm(enticing des Wegs)
linker ! ions)

""" "= " I. Tangentialkomponente § in Kugelkoordinaten :

"

" """""" " """""

"÷?^"""""""
µ,µgy,µgg,ggy,y,µy,µµÉg ↳ pyguuninnau.mg ,

,
,,.gg ,g, , ,µaµµ ,,

vom VF

③ Fleissintegral wider Ebene iiberblickdersiitze:

tiwegintegraliibervf , aber
±

Ftussintegral Gebiet links ! • Satz von Stokes ( in 2D : Green) :

a.m.n.mg
N" dawn)

HsÑWd§=±fBkloI) -18¥ ✗ 8¥)dndu Hentai )dr=forÑds→¥**fi→=→→÷Ñ
"" "ht•t• ""betiaenintgieren

T
t: Fleiss von Ihnen nach aussen

green
¥ÉÉ ¥8m

Stokes

diesekomponentevom VF E- gleich wie oben.
^ Tor r

dj-ri.dsd.FI-aihenelement ,
④ Flussintegral in der Ebene ñ= Normalreactor

•
' Satz von Gauss : or÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷/durch ein gessner Weg ZD : § Ññds =D div(Ñ)d

,← r

T-wssintegratindertbene-bwfl-Feninteg.at

ater : hier 3D : $orÑñdp=rdiv(F) dyDef . gleich wie ② , aber
halbder

-funktioniertdersatt hier Satz von Gauss
Heike

Oberfliichenintegral
-

l Gauss: Volumenintegral
von Gauss :) anwendbar :) -

iibergeschlossenefliichelbanweg) & bei Gauss
zeigt Rimmer nach aussen



SISI : Satz von Fubini : Jordan Messbar keit : (sehr mathematical
↳ um geuissenbeschriinktenteilmengen des IRN

Sei D= [an , bid ✗[azxb)✗ . . . ✗ Can ✗ bn] und einen Inhaltzuordnen → die se erhatten

f :@→ IR feel II. Dann gilt :danneinenIntcgralbegnff.f@flxn.a
. , xn) du - la?# - - fa? fkn , . . . , xnldxn - - - dxzdxn Jordan Messbar ⇐ Riemann - Integrierbar

Bem : die Integrationsreihenfolgespielt Keira Rolle :) Bem : • Eine Menge ACIR
"

ist genan dann Jordan
- messbar

,
wenn A beschriinkt ist

und der Rand von A eerie Jordan - Nullmenge ist .d.h . konkret : e.B. flay ) iiber Fliiche
• Flir uns : able Bereiche

,
die uns interes si einen Sind Jordan- Messbar .

5- { (×
,g) EIRZ I asxsb , eyed} integrieren : lwiirdesonst iiber unser Stadium heinous gehen

:))

Sei Nc QC IR? R ist Jordan - messbar
, falls ✗ n iiber Q integrierbar ist gemiiss Def. des

gµ,µ,µµ,,µ,,,,µµ
Riemann - Integrals iiber Quaker . Dann ist das

Jordan Mass von R : MCR )=/a ✗r da

Integrate iiber Normalbereiche
mit ✗i. {

^ " ^

↳
Integrationsreihenfolge nicht vertauschbar !!

0 sons t

in ZD : Sei s :={ ix. g) c-1124 as ✗Eb
, f-1×1 EYE GIN}

fix dµ= lab
""

fcxidydx.⇒s.⇐,.,⇒.µ,a*,,µ,,,gµnµ,"Sssvflxi dµ= !
" ""

f.%,
"

fix dzdydx

• Ñ= ± - <
.

↳ in Richt
ang

des Flusser ( ansser bei Games : dort teigt ri immer nach aussen :

r→④ ñ
)

2D 3D
• Notation : load . . limgrintegral von VF enticing des Weg s
• Richtung der Parametrisierungwechseln : t → -t



Wichtigesiitze Vektoranalysis /Integralrearming in IR
"

Kurvenintegral 12 Arlen) f- wegintegral , linienintegral) Wichtige Siitze and Definitionen
Satz von Green ( I 2d- Stokes ) ① Kurvenintegral 1. Art : iiber Skalarfeld:

Der ZwischenWertsatt : Sei f:[ a , b) → IR eerie stetige Fkt . Dann -1 ceca
,
b ]

Seif: IR
"
→ IR ein SE und

y
:[ a

,
b) → 113

"

ein stiickweise diff barer Weg . tu c- [ flat , f- (b)] ( falls flak flb)) bzw
. u c- [flbl , flat] ( falls flat> f- (b))

Dann ist das Integral von fiber y :§
,,
ids = If

,
not lÑdF=H☐%¥ -8¥ di

dy . . Fiaihendement wit fl c) = u
b

↳

Umlauf integral in math . positive Umlanfñchtung ! ↳ flit di := fafljiti) 11%11-111 , dt Der Mittdwertsatz der Integralrechnung : Seif :[ a ,b] - IR stetig
and in la

,
b) diffbar . Dann F ✗

☐

c- la
,
b) mit f- 11×0 ) = f-

(b)- flat↳ So Kann mein auch die Ftii che von D bestimmenlmittetslinienintegral) : b- a
② Kurvenintegral 2. Art : iiber Vektorfeld :Ñ= (E) → not (D) = ✗

☐

1 d×dy= §, , (E) - d? Die Konvexitiit : Seif :[ a , b) → IR eine e - Abbi 1 dung . Dann ist f- IN
Sei Ñ : IR

"
→ IR

"

ein VF und
y
:[a

, b) → IR
"

ein stiickweise diffbarer Wey .
Konex auf [ as b] ,

wenn Kay c- [ a ,b] es gilt :

Dann ist das Integration Ñ iibery :

Tangential f 1×+1-1 e fast
,

fast ⇐s f
"
1×1=0

Rotation + linienintegral fypi-ildji-fabbilyu-D.jo a) dt Diffeomorphisms :
Seien Uc IR

"

,
VCIR

"

offer . Eine bijective C '- Abbildung
OI : U - V

SATZ von Stokes 13 Dim) :
Bem: • q heist anon Arbeitsintegral ( up ± Kraft )

heist Diffeomorphisms , falls die Umkehrabbil dung 9-
- ^
: V - U

wieder C
'
ist .

• I eines Gradientenfelds IF = Of Cdh . VF besitzt Potential )§o☐Éd5= If rotllilds ist wegunabhiingig 1-
' Nur An-fangs- & Endpunkt ist entscheidend) Inverses Funktionentheorem : I Umkehrsatz → tokat !!

-

D

wegintegrod
-

↳ Dann ist f das Potential von É & Ñ ist ein konservatires Feld
. Sei Y : UCIR

"
- IR

"

eine c
'
-

Abbildung . Sei in a c- U die AbteilungOberfteichenintegral (EU)
↳ D ist eine off ene Fliiche Oberfliichenintegral ( ± Fleissintegrate ) 12 Artem) Y' =D 'll a) : IR

"

→ IR" inverterbar I also dettl ' (a) 1=10 ) . Dann : 7 eerie
↳ Richt ang

des Verte
. Wegelements di und des vek . Fliichenelements DJ off ene Umgebung Uo CU von a

,
5. d. Vo =p ( Uo ) eerie offer① Oberflñchenintegral 1. Art : iiber Skalarfeld global

a' la Rehe - Hand - Kegel : Dahmen turn Einheitsnormalenfeld , Finger Weg Umgebung von b-- flat ist und Y / u.
: Uo→Vo ein Diffee ld.h.FI

"

Sei f : IR
>
→ IR ein SE und A eine Fliiche

,
die mit I :B→ IR

>

( BC 117 )
↳ Falls nur not (Ti )

gey
: durch rater passendes Ñ finder Parametrisiert wird. Das Oherfbichenintegrat von fiber A ist : and dieser ist d) ist

.
Ferner gilt : d ly

- ' (b)1=1 dylan
-1

flit of HB flies 118¥ ✗ 0¥11
,

du du du . . Flamenelement Implizites Funktionentheorem :

Fleissintegral in der Ebene :

b taunting Reihenfolgelarenzen ! ) Sei f- : UC IR
"

✗ IRM → IRM mit I ✗ , y ) ↳ Flx , y ) eerie c^ - Abbi 1 dung② Oberfliichenintegral 2 . Art : iiber Vektorfeld (± Fleissintegral) und Sei la
,
b) eine NST ion F

,
d.h

.
Fla

,
b) = Omit la , b) c- U ✗ IRM

.fiidñ =/ ii.ñds =/aiilyltll -ri - lljltllkdty y Sei É : 1123 → IR> ein VF und A eine Fliiche
,
die mit I :B → R' LBCIRZ) Sei Dfyla , b) eerie invertierbare Matrix . Dann gibt es Umgebungen

parametrisiert wird . Das Oberflñchenintegral von Ñ iiber A ist: U
'
von a und U

"
von b

,
und eine c' - Abbi 1 dung f- : U'→ U

"

,
s.cl

.

•

ii. Normalreactor Ñ=¥t[¥? ¥1) ° der

+ fuss inner → aussen die NST- Menge von F in U' ✗ U " genau der Graph von f ist .End} =#pkl.to)- ( 8¥ ✗ ) dudu - Fuss aussen → innerin Richtung des Fusses {ñ=¥(Ij!Y+,) § : R'→ 1133 (Flx
, g) = 0 ,

( ✗
, y /

E U' ✗ U " ) ⇐> y = f- 1×1Bem : • T wird auch Flussintegral genannt
Satz von Gauss in ZD :

g f y
• i. A. besteht das vek . Wege lenient d} aus dÉ→ndS

,
wobei Einheitsnormalenfeld . Ferner gilt : Df / a) = - ( Dfy la , b))

- ^

DF ✗ la , b)

+ Vobumenintegral : Seif: IR>→ IR ein SF ,
dann ist das Volumereintegrate iiber V:It ?

orÑdñ = ffrdivlv ) dy ←
t Der lokak ExistentSatz ( Picard - Lindelof ) :
it

T SH fail dxdydz =L flildv
Satz von Gauss in 3D : → Fliiche OV muss geschlossen Sein !

2- y× Betrachte das AWP : ✗
' Itt = fit , ✗ (H ) ✗ Itok ✗

omitf- It , ✗1 lipschitz - stetig im 2. Argument und te IR
> °

.

Bem : • Volumenintegral = moistens wenn man iiber 3D
- V0 lumen integriert☒ grids = fffrdiv (E) dv • Volumen von V berechnen ? → ats SF f- 1×19,2-1=1 V-kiy.tl-4 wiihlen Die Forge / ✗

'"
it , -_ ✗

☐

• Volumenelement dv : berechnenmitgeeigneter Parametñsierung IN¥ÉgralTÉgral ×
"
It) = xotfotfls

,
✗
'"
is) ) ds mitt c- [ to

, tote]↳ siehetrafosatt
dv=/ (det detail DXBem : • V Kann OV auch nur enthalten

,
man muss einfach das zusiitzliche

Fbwssintegral substrahieren . Schwerpunktberechnung : Sei Kc IRN ein kipper & bezeichne g.=/sµ ,
. . . ,s×n) c. pen konvergiert fir hinreichend Kleine e> 0 gleichmiissig gegen

die to
.
✗ (t)

.

§ T den Schwerpunkt von k . Dann gilt : Extremwertsatz :

←←g→✗¥→ Normal f : RCIR
"

- Rk stetig und R ist Kompakt ⇒ f minmt
J d Sxi = Luck, fkxidv

Divergent + Fleissintegral in R Sein Max
.
and Min . an .

5-
-
Fliiche

Bem : symmetries von K beachten ! → sport Zeit :)

,

I Konvention : Fleiss geht von inner nach ausSen . ( sonst - data .)



77 . TopolOgie Wichtige Eigenschaftenstetiger Funktionen : Wichtige Eigenschaften:
Seif :D → U stetig . dann :

• Jede beschriinkte Foley besitzt konvergentetetfolgen .Topologische Rinne : f- (D) = U often (⇒ Urbild f-
'
CUI ED offer • offer /⇒ unbeschrcinkt ! siehe 7.13

. 10,1C
Sei ✗ eerie beliebige Menge . Eine Topologieanf ✗ ist eine Kollektion

f (D) = U abgeschlossen
⇐ Urbild f-

'

lute abgeschlossen Wichtige
"

Regehr
"

der TopologiesTron Teilmengen von X
,
wekhe die forgender 3 Axiomeerfiillt :

f : ✗ → Ystetig (⇒ b- A EX : f ( A- ) C- flat ACB ⇒ ÑCB [0,7--10,1] [-1,131903--4,1]
① 0 and ✗ sind Element von T

↳ gilt arch bei rel . abgeschlossen btw
. offer . ACB ⇒ ÑCB ([0,1310=10,1 [ 6-1,13190310=3-1,0 [ U Join

② Der Durchschnitt einer endlicher Anzahl von Elementen von T

ist wieder ein Element von T Wichtige Mengen : QT - IR Ñ=N Odo
,D) = {on } DIG

, 131903) = {-1 , on }

③ Die Vereinigung einer belie bigen Anzahl von Elementen von T 0 : offer & abgeschlossen . 0=-00--010--01 Cleere Menge) =P IÑ =D
ist wieder ein Element von T. IR : offend abgeschlossen . Ñ=R= IR 0112=0 dQ=lR 01N = IN

offerer Ball : Brlxo) = { ✗ c- IR
"
: dlxo

,
Her } d.

. distance ④ : QT = IR
,
Qi = 0

,
dQ=lR

" Q ist dicht in IR & Mist dicht in Q) -0--00--00=0

Innerer
,
Éiusserer

,
Rand punkt : Sei ✗ CIR

"

eine Menge .
IN : Ñ = IN

,

Ñ=
,
01N = IN

"

Teeter Punktist a"ein
"

Relativ offer , relativabgeschlossen :
• ✗

☐
c- IR
"

ist ein innerer Punkt ⇐> Fr > 0 mit Brix. )c X ein Punkt : 7.B. Y:= { 03
.
Dann I= {03

,
Y°=

,
dY={ 0 } A EX relation offer in ✗ (⇒ FBEIR

"

offer mit A- = BAX
• * c- IR

"

ist ein iiusserer Punkt ⇐ xo ist ein innerer Punkt von ✗
°

unendliche Intervale : 7.13
. I := [ 0 , + ✗ [ . Dann Ñ= [0 , + ✗[ , Ñ=]0 , +✗ [ Bsp : X:=[0,1 [CIR . Dann ist A : = [ 0 , 1z[ relativ offer in ✗

,
da

• ✗o EIR
"

ist ein Randpunkt von ✗ ⇐> Xo ist weder ein innerer
,
noch ein iinsserer

punnet um ✗
Harmonische Folger : Sei D= { In In c- IN }

.
01=90} FB =]- I ,1z[ CIR offer mit A = BAX

Offene & abgeschlossene Mengen : Sei ✗ EIR
" eine Menge . Dann B-= BU { 03

,
15=0

,
dB = BU { 03 A EX relativabgeschlossen.in/C=7FBE1RhabgeschhossenmitA-- BAX

• ✗ offer <⇒ V- ✗ c- ✗
,
✗ ist ein innerer Punkt von ✗

Bsp : ✗ : = [0,1 [ CIR . Dann ist A- = [1,1[ relativ abgeschhossen in ✗
,

• ✗ abgeschlossen ⇐ X
'
ist often

⇐> b- hour . Fagen ( ✗WE , c- ✗ and uh;z✗n=✗. ⇒ ✗
☐

c- ✗
Inklhsiohln von Abschlnssen : da 713=[1-2,1] abgeschhossen mit A = BAX

A- > É Beweis : gemiiss der Definition des Inneren gilt A- > Ñ
.

Das Innere
,
der Absohluss & der Rand einer Menge : Sei ✗ EIR

"

. Uhtermannigfaltigkeiten von IR
"
:

Da A- abgeschhossen ist , gilt also cinch A- > ¥ ☐

• Innere : I = { ✗ c- ✗ : Fr > O
,
Br 1×1 CX } = { ✗ c- ✗ : x ist innerer Punkt von X }

A- ¢ É Weil e.B. A := { In In c- IN } : A- = { F. In c- IN }U{ o}
,
E- =p Ist eine Teilmlnge von IRN

,
wetche sich lolcat als

• Anschluss : I = NA
,
wo bei Ac ✗ and abgeschlossen

= { ✗ c- ✗ : ✗ ist ein inner Punkt Graph einer diffbaren Funkti on darstellen liisst .
von ✗ oder ein Randpunkt von X } ⇒ A- ¢ É =p

fair• Rand : ox = { ✗ c- IR
"
: ✗ ist ein Randpunkt von ✗ } A°c¥ peweis : gemiiss der Definition git I> § and da §

uns
⇒ regular Niveaumengen Sind Untermannigfaltigkeiten

↳

Betiehungen :
✗°=I\°×

✗ in X ist abg . & offenzugleich . offen ist , gilt so fort AÉA ☐
von IR

"
: M= { ( ✗ a , ✗z , - - - , Xn)

C- IR
"

lflxn ,
✗z ,

. . -

,
✗ n)= a } a EIR .

= ÑU " Ñ$É Weil -2.13
.
A :=]o,i[ \ { E. In c- IN } : A°=A

,
Ñ=[on]

↳ Sat 2- Wm regularen Wert
: Seif: RCIR

"
→ IRL wit n > l .

dX= III
⇒ E-⇒ o

,
, [ ¢ § Betrachte M := f-

"
{ a} = { link

,
. - . ,Xn) C- rlflxn , Xz , . .. ,Xn)=a} ,

a c- IR
,
eine Menge .Mengenoperational and Topo Logie : Sei ✗CIR

"

.

↳
fiiroffene Mengen :

• R
"

,
01 often § = ¥ Beweis :> : es give A-> É ⇒ Is gemeiss Definition .

FallsjederPunktpoEMregulciristld.h.dflpoIhatmax@Xn.Xzoffer ⇒ Xnnxz offer endliche Schnitt Rang ) ,
ist Meine Untermannigfaltigkeit von IR

"
der

c. es gilt ÑCÑ .
Das auf A- anwarden : ÉcÉ• tie I : ✗i offer ⇒ Viet Xi offer unendlichevereinigungen Dimension k= n- l .
⇒ ñ=Éo Bspe : • f : ICIR→ IR , stetig : 1. dim

. Untermannigfaltigkeit von R2↳
fiirabgeschl . Mengen : • R

"

, 01 abgeschlossen
• Xi

,
Xi abgeschl .

⇒ KU Xz abgeschl . endure Vereinigung
Ñ=É Beweis analog tu 9

.

• f- : UGK→ IR , stetig : 2. dim . Untermannigfaltigkeit von IR
>

• tie I :X; abgeschl . ⇒ niet. Xi abgeschl . unendlicheschnitte An UAE ATU Ai (An AAI> Ñnn Ñz Reguleirer Punkt / Wert :Kompakthint : Ann Azc Ain Ai Ein Punkt ✗ c- UCX heist ein regulator Punkt der diffbaren
Rbeschriinkt and abgeschhossen (⇒ A Kompakt Sei I die Menge der Indias I :={ a. 2,3, . . . } und A eine Topo logic .

Abbi Idling f : U → Y, wenn das Differential dflx) : ✗ → Y
surjektivabbildetld.hr. lolcat invertierbar) . Das dazugehiirigeSatz von Heine - Borel : Vie , Aic Viet Aic VietAi = Vice A-i fiir I unendlich .
y EY heist reguliirer Wert von f . ↳ dh . Rang maximal .

• ✗ c- IR
"

Kompakt ⇐> ✗ abgeschl . & beschrñnkt Viet Aic Vice Ai = Uie±Ai=Uie± AT fiir I endlich .
• ✗5- f-

^

{ U} ist abgeschlossen
⇒ U abg . & f stetig nic-IAicnic-IAicniei.AT and ViceÑic (UieiAik Viet

.

Ai



Betiehungen & Eigenschaften : Hyperbolischefunktionen :12 . Anhang
• tank)=

sink)
Allgemeine : cothlx)=

Wsh ""

cosy,
• sina.LI/tws4x)=1o#=7ttanlN sinhlx)

Trigonometric a tanhlalttanhlb)
• s.in/-N--sinlN • costs)= wslx) • tant-X)= - tank) tank / at b) =

wthlatb )
=

It tanhlatanhlb)

• sin / É±x)=wslX) • cos / ✗EE )=Fsinl✗) • tan /¥ - ×)= - fan ,×,
Za und 3A : Alles gleich wie fiir sin and cos → sin=^sinh&ws=^wsh

§ :
• sink- X) - sink) • cost- ×)= - coslx) • tank- ×)= - tanlx)

• g.nu/qy=fVwshlY-T 1×70

• cosh /E)=wsh{a1• sinlritx)= - sink) • cos /rutx)= - cos IN • tanlitx)= tank)

(✓wshl ,
✗ < 0

• Sintra-×)= -sina.ws/2Ti-x)--coslx).tanl2T-x1---tanlx) 2

A
^^ PP Zsinlxlwslx) 2651×1-1 Summer : • sinhlaltsinhlb)=2sinh(a÷)wsh( a-1 )

Euler ' sche Formel : [sin • sin /2×1=4 Ztanlx) • costa)=µ4x) - sin'lx) • tanl2N=
" ant"

• sinhla) - sinhlb)=2wsh(a¥)sinh(%-)
It d) 1+tan4H g- zsinyx,

1- tank)

1
e = Cos /7) + Isin (Z) e

"i=
-1 Is > a- tanya • cosh)=y,,⇒µ

•coshlaltwshlbl-2wshlatz-blwshla-zt.ly• sink) __
tank)

1+tan4N
Volt tank) • wshla ) - cosh / b) = Zsinh /a¥)sinh(%-)Cos

,
Sin : Cosh

,
Sinh :

•sintsxt-3sinlxl-4sinYN.ws/3x)=4ws3lx)-3coslx) • tan /3×1=3
tank) - tan

>
""

• tanh (a) ±tanh(b) =
sinhlatb)

cos 12-1=12 Leitte
" ) coshlz)= Izlet + e- E) ← bijektivouuf [0,0) 1- Stank) coshlalwshlb)

• sin/ E) = 1-0051×1 Produkte: • sinhlalsinhlb)=1z[coshlatb) - coshla- bl]
2

• cos
- (E) = Athos /x)

sink-t-zi-le.it- e-
it ) sinhlzl-1zleZ-e.it ) ← bijektiv z

• tart / E) =1 -WSH)
1+61×1

• cosh (a) coshlb)=1z[ cosh /atb) + cosh /a- b)]
• sinlxaty)= sinlxlcoslyltooslxlsiny)

Betiehungen: • cos lxt-YI-coslxlwslyl-tsinlxls.in/y)
• sinhlalwshlb)= ? > [sinhlatbltsinhla- b) ]

cosC✗1= coshlix) coshlx)= coslix)
• tan / ✗+g)

=tanl×)ttanlY )
• tank- g) =

tank ) - tanly ) • tanh (a) tank (b) =
tank /a) + tanhlb)

coslixtcoshlx) coshlix)=cos(✗) 7- tanlxltanyl It tanlxltanly ) wthlaltwthlb )

Potenzen : • sink
' /a)= flush / za) - 1)

sink)= - isihhlix) Sinha)= - isinlix) • Asinlwttaltbsinlwttp)=✓[Aws✗+BwspP+[Asina+Bsinp]" .
sinhlix)=

sihtt) Asintttssinp ) )
• sink > (a) =¥lsinhl3a) - 3. sinhla))

sinlix) - isihhlx)
→

= isinlz) - sin @1- tartan / Aws, + BcospAdditions theorem :
• Sinhala) __ 1g - ( cosh /dat - 4coshl2a)+3)tank = - itanhlix)tanhlxk-itan.li/)tanlix)=itanhlx) tanhlix)= itanlx) • sinlxltsinlyl-2.in/'+1-)cos(¥) • arctan /¥)=É- arctanlx) • wsh4al=É(coshlzaltl )

e×= coshlxltsinhlx) • sink) - sinly)=2ws(#-)
-

sin /±ÉY) • cosh
>
(a)=Élwshl3a1+3wshla))

e-
✗
= cosh 1×1 - sinhlx) • coslxltwsly)=2ws(⇒ / cos / • cosh" / at =L - ( cosh /4alt4wshl2a / + 3)

cosh
'

1×1 - sinh4N=1
• cosh, - cos (g) =

- 2.s.in/x+?-).sin(X-zY-) • 1- tank
'
/at

^

Costilla)

secant
,
Cosecant

, Cotangens
: Sec-_¥ , CSC=¥ ,

lot -_¥ • tan /a) ±tan(b) =
sinlatb) Formel von Moine:( cosh (a) t-sinhlalf-coshlnalt-sinhlnal.lt NEIN , n > 2
coslalcoslb)

• costal - sinlal-N.o.in/I-a)=rz.cosfE- + a) Inverse der Trigonometrischen Funktionen :
sinussatz :

sink
=

sin (B)
=
sink) by a

a b c Multiplikationen: • coslarcsi.nl/D=V1-xT=sinlarccoslxDHerleitenviaws4xi+sin4xi=1a) IpCosinussatz : ( = ✓ a' + b' - Zab -

cosy
c • sinlxtlcoslptl-1zlsinlltt.PH/-sin(lx-p)tD • sin / arctan (✗D=

✗

NÑ
• coslarctanlx))=y×¥.

• sinlxlsinlyl-1zf.ws/x-y1-cosCxtyD • tanlarccoscxD-x-1.li -XP" • tanlae-cs-inlxl-x.lt - ✗5%1
•

coslxlcosly)=_j[ cosh- g) + coslxtyl] • arsinhlx)=lnlx+NÑ ) • arwshlx)= lnlxtrx )

• sink)Cos4N= f-G- cos 14×1) • artanhlx)=1zln( ! 1,1×1<1 • arcothlx)=1zln(¥7 )
,
1×1>1

Cot : • ltcotzlx)=s¥×; E : sin /E)=±✓1zH-wslaT • sinhlzarcsinhlx))=2xNÑ •

sinhlarwshlxD-NXZ-TV-x-0.at
( a±b)=

cotta'°t / b) It cost -9 )=IN§(1twscÑ • wshlarsinhlxl)=NxZtT
cotta / Iwtlb)

• cot (za)=
cotta ) - i

Zcotla )

Potenzen : • sin /a)= 12.11 - Costa) • sin
>
la)=¥l3sinla) - sin /3aD

• sin" (a) = Igloos 14A) -400512a) 1- 3)
• cos

'
/ a) = } /Acosta)) • cos

} / a) = £136s /a )-Costa))
• cost (a) = (CoSIda) - Acosta)t3)



Wichtige Ableitungen & Integrate : substitutionen : If!¥dx=lnlfW+c
f g

' 1×1

Allgemeine Ableitungen und Stammfunktionen: gin
dx " 1×1=91×1 d×=dgY×,ffiw.fi/ydx=-z-f4xD+cfflglxDg'lNdxUHF 91×1 d×=g&Y×, f(a×+b)nd×=la×+bT

"

(hti)a
+ Cst-ammfunktiont-KT%Fanktionf.cn#i.Ab1eitungfyx,I ← fflé, sink IN , coshlx)) DX Ulx)=e× d×=d÷ / ✗ (g×+b)nd×= lax + b)

"+2

-

blaxtb )
""

tht 2) AZ (n+,)a2
+ C

✗
ntl fflx,Nt )d× F- sinlu ) d×=wslu)du g×z(a×+bynd×=(axtb)

""

-

Zblaxtb)n+Z+b4ax+b)
""

•

nty ( n -1--1) ✗
h

h - ✗
" "^

(n+3)a3 Cnt2) as Inti )a3
+ c

fflx,NÑ)d✗ a- sinhlu) d×= coshluldu g
✗ 1 b

• In (1×1) F- =✗- ^ - ✗
→
= - ¥ laxtb)nd×= - In -2) a4a✗+b)h-2

+

(n- a)azlaxtbjn-1
+C

2.
✗
% , fflx , NXT)dx ✗ = wshlu) d×= sinhlu) du fa¥+bd×=La-ln1a×2+bltc•

g
r✗=✗%

,2-Ñ
If /va)d× ulN=±a dx=adn f ✗ '

• et et e× (a2+×Ynd×=2(n -1) ( a2 -✗2)n- '
+ C

• ×. / man) - n ) lucky ¥=×-^ ffW^+d× u*=VÑ d×=" du 5¥, d✗=(¥arctan¥))+c
•

a fR( sink) ,wsl×Dd× ulxt.tw/E)dx=,fu, du f ✗

Inla)
- of a× ax.tn (a) Sv¥+Td×=ViI+c v×Id✗=NxI+c

↳ sink)=,¥u, ↳ coslx)=
1- "

g ✗

•
✗

^ Itu' ✗z+y,dy=arctan(F) +C S ¥+yzdx= arctan /F) + c
wya,

- In / IN-17 10gal /XD xtnla)
y

•
- wslx) sink) ask,

Potenteh Und Wurtcln :

g
,

f #If:d×=×z+yz+c
f✗hd×=¥,✗n+^tC nt -1 ✓⇒

DX - arcsinlx) + C

is
'

• sink) costa - sink) Expterme : g
n

J
1 fN×dx=§×} tc f- , !×zd×= arccoscxltc (ex-a) dx=1a(lnle✗- al - ×)+c

off • - lnllwslx)D tank cosy,y=1+tan4H f×ea×d×=(a×a? )ea×+c
^ /NÑd✗=1l×NÑ + arcsinlx))tC f1F✗2d×= arctanlx)+c

f✗zea×d×=(ai×z_za×+z)ea×+,
/ ✗ e"d×=ÉÉ+c

Is
• ✗ arcsinlx)tN-T arcsinlxl VÑ

g ,
as fe×+✗e✗d✗=✗e✗ + C

S
'É

• ✗ arccoscx, -Next
-

^ va-xtdx-ard.am/Va-T)+c p+qea×dx=¥ -
'

aplnlptqe
" / + C narcwslxl VE

g eax flex+ a) dx=^-a - ( x - lnlate ✗ 1) + c
• ✗ arctan (×)-

WH""
arctanx,

^ fa¥tbd×=¥lhla×Z+bl+c
ptqeaxdx-L-p.tn/p+qeaM+c2 ✗2+1

f
✗ 1

1×2+04" dx=
-

zcn-g) (a2+×yn-1
+ C f ve!,-d✗=2arctan(Ve×_T ) + c

Wichlige Ableitungen: ✗
a

tea''sinlb×)d×=ea×f
la?- ✗' In dk= zcn-1) (ai - ✗2) n

-n
+ C

aztbzlasinlbx) - bcoslbx)) + c
• lay'=lnla)a× • lnllxl) '=1✗ • let)'=e× fNa¥d✗=fl×Na¥+a4oglNa#+ ✗7) + C Sea''wslb✗)dx=a¥×bz( awslbx) - bsinlbx)) +c
• (✗ ra )'= -

✗Nabila)

×,
• tan

' 1×1=11- tank) Exponential- & logarithmusfunktionen ✗ c- 1C

Hyperbolischefunktionen :f✗e✗×dx=e"l✗× - 1) +c•

csc '(✗)= - c.sc/x)wtlx)
• Sec'lH=secl✗)tanl×) fe×d×=e✗+C

✗ z f
^

• cot 'lN= -csczlx) • arcsin ' / ×)=v¥ g×z✗✗µ=e✗×(✗2×2-2*+2)+ ,
Swshlx)dx= sinhlxltc wsh4x)dx= tank /Htc

•
arcws

/ 1×1=-1 • arctanllx)=
^

fth""d×=×(↳ IN - 1) + c × > 0
✗ 3 fsinhlx)d×= cosh a) +C In,¥dx= arcsinhlxltc

VE 1+11 ' flh¥d×=1zlln1NP+c [ e-✗"d✗= ,
REIN> O f ^

• sinhix)= cosh IN • cosh ' 1×1 _- sinhlx) ftanhlx)d×=lnIe2×t1l - ✗ + c v×Td×= Arccoshlxltc ( ×>1)
Sxslnlx)dx=×s¥lln1N -¥) [• tank 'lN=%hzµ,

• arcsinh 'lN=%+×T
→

e-
"
dx=Nñfsihhwdx-lnlex-rj-lnlexthtcfnfxzdx-arctanhlxltc.SIdx= lnlxltc

• arccosh'lN=f×⇒ • arctanh 'lH=
, ?×z f

'
ti - n fsinh-tlxldx-xsinh-i.IN - N1+xT+c

S¥adx=lnI×±al+c o unit, dt-lnlxthfcosh-yxldx-xwsh-i.IN -NÑ+c
Integrate : feI+ad×= ✗ - ↳ late"

+C f(en1✗Hdx=llnHÑ"+ca

Rechenregeln
:

gey,ad×= latex-al- ✗
+,

✗ n+, V-n-t-rftanh-nkldx-xtanh-nlxltf.tn/1-x4+c
a ftanhlxldx -_ ✗- tanhlxltc• Safa)d✗= ✗ fflxldx ltxec

b
f Ñ+×dx= lnlx) - lnlxtl)+C

fsinhllx)dx=1q / sinh 12×1-2×1 + C• Sbxfcxitpglx)dx= ✗ faflxldxtpfabglxldxa fak×d×=ak×
klnla)

+ c a> 7
,
KEIR

• fabflxldx -_ - fbaflxidx / ✗he" d✗=ea×É( - g)k n !
.

✗
n-k

• lfabflxldx / Efabtflxldx no Intel ! ak"
+ c

l
×?µ×, dx= lnlln / ✗1) + c

• fbflxtglxldx-cflNGlxiab-fat.fi/YGlHdx f×4nwd×=( ✗
"n ""

-¥ ) + c *a

d 41 3

fkn GHI 1 ↳ The-Tdr -_ n ! (part.int .)/ dy=zNJ
• fifa)dx= fat.fi/Ydx+fjflNdxV-a,b,cElR,asbsc



Tñgonometrische Funktionen : Periodischefunktionen
, Integraltabelle : Summer

, Rechenregeln n

fsinlx)dx= - cosh)+c Ssinlxlcoslx)dx= ĴsiÑl✗)+c • t-zc.fm)= c. Éfcn , Notationen : • I ai= am + am+ , + . . . tansi
"" sisi

" -5¥:S.iE" si
"" sisi

" -5¥:S.¥iE. n=s n⇒ i=m

fwslxtdx-s.in/x)+C Isin 1×10051×1 dx= - Joos> a) + C t

5 z • Ia;
>
= É aid

ftanlHdX= - lnlcoslxlltc fsinymcoszwdx-j-lqx-s.in/4x))+c
sin r¥ 1 2 O O O O Costs Trz J § O O O O

• ¥-11m ±Ésglm=¥s(flnltglnl)
an

sin
'

¥ It a 1T¥ Iz Ti Cost 8-+3"
3¥ 3¥ 8T¥ ¥ 3¥ • Éfln)=ÉP fin - p )sina.ax.cn/sin*ssinnianoosianax=sinn+ian+c sa n / ( ( ( ( n⇒

• -2=7 :}a.* + , / + c anna
sin
, ,÷, , go o o o sin.ws/ ÷µ o o o o o . ,

nap i.;
I w^s(×, dx=ln / -0051×1 / +C fsin(a×)wsn(a,ydx= - cosh"la×)

+ c nc-pflnt-I.at/Tlm" • Éai=§a;
g
,

sink) -1
(nm ) a sin-13*-83%1 3¥ ¥ 3%-8 3¥ 3¥ sina.ws ¥2 Is 0 0 The 3- 0 " ^

tank, dx= lnlsinlxlltc
32 • Éfcn)=n¥

,
fin) + Éfln ,

fwy, ,×, d×= fan a)+ c
f sink)d×=É - sin ""Ws "> + c n=s n=j+ ,

2 cos ¥ 1 0 0 V2 2 0 sin - cos
> 4-1 13 } O O O O

b b a- a

•

⇐ ✗ = AX

fcoszlx)d×=Iz+
sinlxlcoslx)

+ c

f ^ 1
2 WSZ 2T¥ ¥ Iz a -112,2 ¥ a

•¥afln)=¥fln1 - f- (n)

sin- 1×1 d✗=
-

tank)+C fsinlxcoscx)d✗=1zsin4×1tC • Éfln)=É f- It - n )

Parameterintegralemitvariablen Grenten : n=s no

fsinnlx)d×= n fsinn-21×1 dx- sin
"" 1×10051×1 t- s

• É f- Ink# f- It - n )n 411-1 n=0

fcoshlx)dx= fcosn-21,yd× + Cosh
- '
Cxlsinlx)
n FlH=fyµ , fltsxldx diffbar falls like

• ÉÉ
ai.j-F.fi?noai.ifcotlNdx=bnlsinCx1ltCi=koj=lo

- n n n-khy
• Is '" ""d×= - 1h1 " ' ""+wt"" + c csc=

^ ( "¥?dg°¥"
"" "this " + Md " Wh " Md "

kejeien "%=iÉÉk%i=¥k¥k " " ¥0 ¥-0 "" "
sin naohtsletig diffbar . Dann gilt :

fseclxldx-a.tn/seclx)ttanlxH+c Sec -_¥ • Éflnt-n-ztsmflznltn-E.tn/-l2n-1lfarcsinlx1dx=x-arcsinlx1tNT-+ C y¥" It ,Hd×+ f- It , 411-11441-1 - f- It ,YHDy'H)
""

F-ungeradertiil
farccoslxtdx-X-arccoslxl-VI-x-tc.IE?ail-l&obj)--E.o ,Éaibjfalls fnur 1 Variable ,d.h.fi/R-s1Rfarctanlx1dx=x-arctanlx1-1zln1xZ+1l+c

h

•t.ES?g.taicj=lE?sai)-j=&cjlfXsinlx1dx=sinlx1-xcoslx1+c
t

/ ✗Zsinlx)dx=2✗sinl✗) - (✗ 2-2) coslxltc • F.slogbflntlogb sflnl
/✗' sink)dx= 31×2- 2) sink) - ✗ 1×2- b) coslxltc

• cnet.sflnl-1-tc.fmNormalbereichei Bereicheder Form :fxcoslx)dx= xsinlxtcoslx)tC n=s

aE✗nEb
/ ✗ ' coslx)d✗=( ✗2- 2) sink) + Zxcoslxltc y(× , )E✗zE ✗ (× , ) 4,4 stetig

Potenza & Logarithmen : summation index in exponents

fxscoslx)dx= ✗ ( ✗2- b) sin 1×1+31×2-2)wslxltc ¢14
, Xz ) C- ✗3<-0114 , Xz) Wow .

• Éyc=nc tee R unabhiingigioni • ai , 1-an
1- a glom .

Reihe

fsinlaxsinlbx)dx= sin "a- b)×) i=o

21A- by
-

sinlatb)✗)
z ,a+b ,

+ C X- einfacher Bereich: d-was in der Form : •§;i=¥;i=n-11+11
E- { lay) EIR't aexsb.ylxisyf.VN }

• ÷É-i=2 -¥/ sin /ax)cos(b×)dx=
Cosllatblx)

Zlatb )
-

cos / (atb)✗)
2. (a- b)

+ C • ¥2,12T - 1) = h2 (Eof first odd natural numbers )

g- einfacher Bereich : d-was in der Form :
•nÉiai=a

- nah + In -man
"

/ ✗ sin (✗×) dx= sin (✗×) - ✗✗ Ws (✗ ×)
+c

• ¥g2i=h - Intl ) Eof first even natural numbers ) 5=0 (1- a)
2

✗a A- { IX. g) EIR
' I aeyEb , fly ) C- ✗ Egly)

/ ✗ 'sin /✗×)dx= (2- ✗4) wsltx) + Zxxsinlxx)
+,

" Speziale Ableitungen: Seif:b
✗ V. ✗ - . -

✗ Un - w multilinear
.
Dann

• II. bgi -1081h ! )
/ ✗ cos /✗ ×)dx=

✗ ✗ sin /✗×) + coslxx)
+,

✗ 2 ist f diffbar und es gilt
: • =Éi2=¥,iz=

" '""-12^+11=1-+1-+1
6

/ ✗Zoos (✗ ×)d✗=
(✗ '✗2-2)sink) + Zxxcoslxx)

+ ,

21T za
✗
°

dflan ,
. . .

,
an)( hn

,
- . . .hn )= f- 1h , , an , . . . , an)t . . .

+ flan , az , . . . .hn) (Eof the first squares )

locos " It)dt=fo sin"lHdt=¥ • Éi3=⇐zi ):-("'I)!n¥+¥+¥Bsp : • DIXTX )H=HT✗+XTH i=o

If"cos3lHdt=fo"sin3lHdt=O • §,kP=nPt1• dldet IN)H= trladjlx)H) p+ ,
+ EnP+¥

,

/ 1) ④
?

P
- k+ ,

hp
- km

27T

Hos ' It)dt=fosin2lHdt=T
• 1×1×11=+1×(-1*-9,11)

µ
2T

sinltlcos - It)dt= to wsltlsiriltldt =D
• ( ✗✗ I' = ✗

✗
( ln1✗H1 )

21T

So sinltlwsltldt =D
Integrate der Form fathers""dx → Substitution a- plxlpwbieren .



Punktmengen & Parametrisierungen Punktmengen Koordinatentrans formation , Visnalisierung :)

polarkoordinaten :
Kreis : K={ lay / EIR't 1×-1101't ly - Yol "- r2 } r EIR>o : Radius kartesisch Zylindrisch Sphiirisch

2- n
I:(0

,
a) ✗ [0,2+1] → IRZ I Fliiche : A- = Tir '

, Umfang : U=2rñ
÷
.
: ::: ÷•-!R: p=Nx2+yTra-NxztyztzdetlDQ-lr.pl/--ryltl-lxotrcosltl.yotra.in/t11T,teCo,z-i)n=-r(F)MP1o,o) f- arctan /¥) O=arctanµ×¥T )

Elr,y1=( roost)
× ,

. . . . . . . .
.

÷:"
"
"

> Y

rainy Ellipse : E={ ix. g) EIR
' / (✗

- ✗°"
+
( Y
-%"

a ,bElR>o : Halbachsen 2- =Z
az bz

= ' } ✗ = arctan /¥)
Bern: falls man eine Ellipse parametrisierenmiichte : fiir die Parametri - bit yltklxotawsltl , yotbsinltDT.tt [0,2in) ✗=pcosy

sieving
Ilr

, 4) = Craws (4) ,
rbsin 14151 wiihlen

,
wobei a ,b= Halls -

y=ps;ny

"NÑ
Hyperbelmittlalbachsen a ,b : E- { ix. g)TERZI -¥=1 } a- arctan /¥ )

achsender Ellipse . → det IDI Crill)= abr
2- =Z ✗ =p

yltl-lt-awshltl.bsinhltDT.tt/RFunktioninPolarkoordinaten:

pose Gerade : pnzupzmitsteigungm and Achsenabschnittof : ✗= rsinowsv p=rsinOiilp.pk/p-sinY)NurzD:rTp,y)=(P-wsY) • Pi
p
-sing G={ (x,yF c- 11221 y=m×+q } y=rsinOsinV 4=4

ftp.91
% ¥0TZylinderkoordinaten:
m,

yet)= p.tt/pz-p, ) ,
te [on]

2- =rwsO E=rwsO

I :( 0
,
a) ✗ (0,2-11)×1- a. a) → Rs Wichtige Gllichungen :

ruse
detCDOIlr.Y.hlt-r-o-lr.ie

,
a) =/ rsinny ) Kugel : K={ lx.y.AE/R3lcx-xoPtly-yoi+l2--ZoY--rZ } Parabel : Normalform : flx)=ax2+b×+c

Kugdkoordinaten: Oberfiache:A=4Ñ Vohrmen:V=§ñr' Ñ=±÷( ¥) Scheitelform : fix)= a. ( ✗ - d)He

§:( 0
,
a) ✗ [0,217) ✗ [0,71] → 1123

↳:arwsllsino

) detlpgyqop-rzg.no Kegel : K={ 1×9,2-1<-11231×2+42 =# ( h -2-12} r
,
HEIR

> °

. .

Radius bzw
. →

Ilr
, 4, 8)

= ( rsinifsino Hohe des Regen
rwso Oberfliiohe : 5- Tir't ñrNh⇒ ,

Ellipsoidkoordinaten: Volumes:V=}ñr2h • 5=1 ,d , e)
IO :(0

,
a) ✗ [0,2-11]×[0,1-1]→ 1173 Kreiszylinder : Z={ IX.y.z-IEIR311x-x.tt/y-yo)2=r2,OEzsh3arcoslY1sinlO

) Mantelfliiche :M=2ñrh Volumen:V=ñr2h Wichtige Funktionen:
• Betragsfunktion : f- 1×1=1×1--1

- ✗ " 0
Ilr

, 9,0)=( brsin /4) sin 10 )) det(poI(my,O))= abcrzs;n(g) Oberfliiche : 5- Mt 2-G=2ñrh+2tr2 ✗ ✗ 70
crwslo )

• fakult.at : n ! = 1.2 - - - - - n

Ellipsoid: E= { (qy.zjc.IR/lX-Xoicy-yo)2cz-zo)2f--NToruskoordinaten
: az

+

bz
+
a
=1 }
Volumen:#abc (2n) !! = 2mn !

IO:( 0
,
A) ✗ (0,2+1)×(0,2+1) → IRS f- aibic c- IR> o : Halbachsen

(2n+ 2)1. = 12h+ 2) - 12h11!

(Rt roost )wsY
Euiptisches Paraboloid : P={ (× ,y,z) c- IRS /

' ✗ -""+15%5=2--2-0
,
z > zo } • konvexe / konkavefunktionen :

a2 b2Ilr
, 4,0)= ( ( Rtrwso )sinY) det (1)Ilr,y,hD=r(Rtrwso)

r sing ① a ,beR >o : Halbachsenderelliptischen Ouvrschnitte Konvex : ☐

linear Funktionen ( d. h . Geraden)

Regulate Fliichen : (
sindanfgantltlkonvex und

Sind 2- dimensional
, diffbarellntermannigfaltigkeiten desk? Torus : F- { lx.yitlc-IRCVX-x-ty-yT-RYtlz-z.is rz } Konkan.

konkav
, jedoch nicht strikt .f- " 1×1<0 b-✗ ED

Liisstsicheenesokhefliiche SCIR> durch eine diffbarefkt.f.ICIRL.IR, r
,
REIR

>o ,
r< R : Radien des Torus

flxiykzbeschreiben ,
damn gilt fiir die Parametrisierung Irons :

Bem : •Gleichnngenbeschreibennurdie Randpunktedpder Punkt - Aufpassen:

point :) Mengen . lsonsteinfach E) fix)=N✗ = N ist eine Funktion
.

#
•
Xo , yo , to beschreibenjeweilsdie Translation indie jeweih.geIo: I → 1123 -011×141=4?

,y ,
)

Achsenrichtung . D.h
. f- IN hat hurt to

sung
1 Definitionsgemciss)

Wenn N aheine da steht
,

E. B. V9 → V9=3 .Bem : • Anwendunghoinfigfiir Oberfliichenintegrale
die Wurzel↳ Satz von Gauss / Stokes Doch wenn 2. B. eine solche Gleichungsteht : ✗2-9--0
/www.ereiu.muWenn Gebiet U umschliessenlfiir Satz von Gauss

,
Stokes new .) sober hatim

••Allgemeine fictionaldeterminant von &C✗,y ) : Richtung so wiihlen
,
class das Gebiet immer links ist wenn man ⇐7 ✗= Irq -_ Iz Rt

Ndet¢p§(✗
, g)T.DE/(x,y ) ) =//

0€ die Streck dem Pfeil nach liinft ( btw . rechte- Hand - Kegel ) tuntiir %
zugsungen .ox

✗ 8¥ / / "

sober
"

noon

davorsetzen .



Wichtiges aus LinAlg:
Metrische Rciume : Sind Mengen ✗ mit einer Abstandsfunktion Matrix diagonalisieren: A diagonalisierbar , falls A-TDT

"

d : ✗ ✗ ✗ → IR mit D= diag Id ;) hi . - EW ion A und

Skalarprodukt : CÑ
,
I > =/ I 112 = ✗ c- IR

1) positive Definitheit
: Hay : dlx

, g) 70 & day)=0 ⇒ ✗=y 1- = [EH Éyz . . . ] en den dazugehoñgendi
Axiome : 1. linearitiit :( ✗I ,y→ >= ✗ (I ,y→ > =C✗→,xy→ > 2) Symmetric thy EX : dlxiy) = dly , ×) → Achtung Evizum hi ! Reihenfolge nicht vertauschen .

city ,É > = <I ,É> try ,
I >

3) Dreiecksungleichung: th, y , 2- EX : dlxiz) £ dlx , g) + dlyit)
(I,y→+É > =cÑ,y→ > + iii.I > Vektoren :

"

listen con Elementen
"

Matri ✗exponential berechnen :
2. Symmetric :( Ñ , -5 >

= CJ ,I > • ( Euklidischer ) Betray : 1×1=11×11=N×+×ni c- IR"
why. Def . eA×=ÉA"_3. Definitheit : (I ,I > 70 and n=o h !

• Dreiecksungleichung : I ✗ + yl c- 1×1+1yl
⇐1×3=0 '⇒ *⇒ • (Euklidisches ) Skalarprodukt : say> = ay , t.it/nync-lRn Matrix diagonalisiebar : eat = TENT

-^

Norm : III.HEXER • kreuzprodnkt : mit D= diag 114 , dz , - . . ,
In) EW

a→xb→=(a§)×(%) =/
Kbs - asbz

Axiom: 1. Definitheit : III. 11=0 '⇒ Ñ=O ask- "b) and 1- = [ÉY, ÉY, - . . Éyn ] EV zum entsprechenden EW
anbz - azbn

2. Homogeniteit : 112×71=1×1.11×71
Bem : sci D= [¥ :-,?] .

dam eDt=[%¥e.int]3. Dreiecksungleichung : III. +511<-11×71+11511 Definitheit von Matrizen : 2 Miiglichkeiten :
Induzierte Norm : b-UEV : Hull ' = CHU > ① EW I bei 2×2 - Matrizen am einfachsten)
Bspe von Nomen fiir KIR

"
: ↳ Ew di mit (A- D; In)-1-0 Mathematische Rainone :

• Max
.
Norm : Hull

•
= max { On , V2 , . . . ,

Un } • di > 0 tie IN : A positiv deficit Skalarprodnkt
• Euklidische Norm : 110112 =NÉE • die 0 Hit IN : A negativdefinit ( Euklidischer Raum)

•

p
- Norm : Hullp=PNÑÉÑ , p c- IN

• di > 0 , NO : A indef.wit indutiert d

Bspe von Norman fiir V= Cola ,b) Bem : Diagonalmatrix : EW auf Hauptdiagonal
Norm ( Normierter Raum)

• Max. Norm : llfllx, = sup f-1×1 , ✗ c- (a) b) Speziale Matrizen : 7.B. ( g g) → heine Aussage
indntiert d

• Lp - Norm : Ilf 11--1 fabflx) PPF , p c- IN
↳ auch nicht indefinit ! Metrik (Metrischer Raum)

② Havptminoren Ai berechnen: indutiert I

Equivalent Norman : Fc>omit Topologieltopologischer Raum )
Ai=det /÷ ii.

- a

1-11×71=-11%112 E CHIK
'

air . - . aiiBsp : Hull 2<-11011 , Ern Hull , ④ Beweisbsp : Sei Ui=maxj=n , .. .nlujl .

Mulla E HUH , E n Hulk Hulk = toil = NuitNui+= nun,
• Ai > O ti c- IN : A positivdcfinit

hella Ellullz Ern Hulk ④ Hulk=Nui+<_VUi+i= • A , so , Az
> 0

,
. . . (altemierend ) : A negativ definite

= rn.luit.vnMulla T
Hulk £11 Ullp E Prn Kulla ⇒ Hull

,
EllieKern Hull, muss mit < 0 anfangen !!

⇒ 11.11
✗
und 11-112 Sind

"

aquivalent :) • kein Muster : indefinite
Wiohtige Eigenschaft von Matrizen :

HA c- 1122×2
,
b-t c- [- R

, R] ,
Vm> 1 :

µa.(
922 - A'2)Inverse : 12×2- Matñzen) : A-

'
=

^

- 921 All

¥ / ANY
"

/ sz
HI
"

Rn

na n :
= e' AIR < + a

↳ diese Menge konvergiert normal auf beschriinkten Teilmengen von IR
.

↳ d. h
.

die Function ist in je der Komponente summandenweise diffbar .



Sonstiges : Wichtigellngleichungen : -4--3--8002--8
Mathematische Konstantin:( Approximationen)

• tattle laltlbl 0 - Ungleichung
TIES

.
14159 • la- bl > Ital - lbll

ex 2.71828
• 11×1-1411<-1 ✗ t-ylelxltlylv-qyc.IR

Wurzelapproximationen :
• 2abEa2+b2

V22 1.41 NII 3.32
•lanbntE-zllar.it/bni)N3~~1.73T3K3.b1Nb-~~2.24r7~~4-

12 • lab- cdlelatlb-dltldl.la-CI Beweis: ausmnltiplizieren
V7 I 2,65

↳wichtigbeigleichmkonvergent teigen:logarithms Rechenregeln : lfnlxlgnlxl-flxiglxlk-lfnkillgnlxl-glxlltlglxlllfr.IN - f- 1×11
•

loglxyl __ loglxltlogly ) flN=e× '⇒ f-
'
1×1=4×1

rationale Funktionen:
• loglxr )

-

- rloglx) a=b×⇐> bgba=x • Polynome f- IN lganzrational)
• logbtyl-logblxl-logt.ly ) • Bruch aus 2 Polynomen fg¥,- lgebrochenrational)
• logblxi-yl-logblxltlogr.lt ¥ ) disjunkt : wenn 2 Kiorperkeengeoneinsamestlementbesitten .

• logblnrxt-logblxhl-1nlogh.IN
glrade 2-ahlen : n=2k

,
KEN

.

{0,24 , . . . }

Basisumrechnung : Primzahlen:{2,3 , 5 , . . . }
• logblx)= toga 1×1

logalb) Potenztiirme : von Olsen nach unter .
• logalbt-igf.ca, ⇐> 10gal b) ✗ logbla)=1
• Inlet )= ellnlxl)=✗

Exponential-funktion : fH1=e× ⇒ f-11×1=1^1×1 (bij . auf IR> o)

einigewichtige Potentiate :exploit-_ea=ÉI
n=o n !

a= @
Inla)

Ñlxyl :-. /
- Y

•

wichtiger Trick
: axle" " '" = b'

" "Jb
" '

xztyz ,
#+ yz

) auf D= { lay)EÑ ,

• eatb-ea.es ✗=o
, ycolly> o }

• ea-b=ea_ OIK,y1=arctan(¥)
eb

• de×=e× • fe×dx=e✗+c
• de✗×=ae✗× • fe✗×dx=£e✗×+c max { f- 1×1,91×13=12 /flxltgKDI-1-zlfw-g.IN/DefinitionenvoneX-lakb=3-bcacb
• et-F.IE?-lExponentialreihe)
• e'' = bin (1+5)

"

( Def. ah Grentwert einer Forge with c- IN )
no nicht

vergessen !

einpaarwerte : log ± Basis e e
"

-52.718 e
? -51,649 f

Kait
login -_ 0 log 141-51,3863 e'-57,389 e

"
-5148,4

e

log 121=0,6931 e
'
-520,09 eb -5403,43

log 131=1,0986 e
"
-554,60 d-= 1096,63



Graphenwichtigerfunktionen:

flxkex

fake
"

fake
?

-11×1=+1

bfnÉWEshl✗)

HOI=sinhl✗)

FF=FtanhW

flxtex
'

flxlf-taraes-o.sk#1 f-1×1=5×2
fflwxk-sairn-5.HU)

ftfdzxltanaefctalanlx)

ffntxcenvheclx)

ffextreueseelx) qfwd*xo=o•tl✗)



Doch . . . Wie wendet man diesesiitzekonkret an ? Der Satz der implititen Funktionen: Begriff
"

auf dem Bild
"

Differ , Bij usw : ganz
"
normal

"

Diffeomorphisms : Sei RCIR" IRK✗ IRL offer und Sei f : R→ Me sletig diffbar . naan Differ bow . Bij . gefragt :
Frege : Sei OI: UCIR

"
→ VCIR? Ist et ein Diffee auf Ist der Punkt po= la , b) c- R limit a-- erste kkoordinaten

ihrem Bild ? and b= letzte l koordinaten von Po regular ( d.h . Rang Wichtige Betiehungen :Io

① Beweisen
,
dass ④ stetig diffbar ist. von dflpo) maximal ) anf f mit zum Umkehrsatt : f : IR

"
→ IRM

,
Matrix df nicht quadrate

-

sch

② Differential DE berechnen / Jacobi - Matrix) ftp.j-ounddetldyfcpop-to
( d.h . ntm) ⇒ f nicht umkerbar

E- ' tweet Matrix nicht inverterbar ! )
③ teigen ,

class det DOI 1×1=10 b-✗ EU

④ Umkehrsatz ⇒ E-' ist lolcat c- C ' ⇒ OI ist lokal ( d.h
, dyftp.iistinvertierbar ) ,

so liisst sich das Gleichungs - Zur konvergent :
ein Differ

system flay1=0 nach den Koordinaten y anfliosen .

• Eine beschrcinkte Forge an , wekhe nicht konvergiert , hat
⑤ OI bidet die Menge U bijektiv auf V ⇒ OI ist D.h

.
Faire off ene Umgebung U von a in Rk una eine offene minds tens 2 Heinfungspunkte .

( global) ein Diffee . Umgebung V von b in Rl und ein G- Differ h : U→ V s
.
d. • Seiun lfn)new und Ign)new gleichmoissigkonvergentm.it den

Bem : diese Method liiber Umkehrsatz)
,
Vorteil : man muss Grentfunktionen f and g.

Dann gilt :
flx , h 1×11=0OI-1 nicht explicit bestimmen . falls die Funktionen unbeschriinkt sind :

2.Method : direct : Iostetig diffbar , inverterbar und É
'
with 1×1=10 hate Aufto

-

sung
der Gleichungfcx, g)⇒ nach y ump,

☒ Wenn fig stetig ,
konv

. lfntgn) gleichen . gegen ftg .

i.A. gilt das nicht fir f-gsletig diffbar ⇒ I Differ 110 Kal)
↳ Der Satz sagt uns , obflx , y)

--0 eerie Whale Aufhisung nach ✗ loder g) besittt . siehe -2.13
. fn 1×1 = ✗-NI = gn 1×1 , fix)=✗=g 1×1 .

① E-^ :b →U eaplizit bestimmen & ausserdem gilt : falls die Funktionen beschriinktsind :② teigen , class ④ and I
- ' C'- Funktionen sind

•fntgnkonvergiertgleichmiissiggegenfi-gld.tn
.

I✗ diffbar & Differential stetig) . dhlx) = - ( dyflx.hu)))
"

- dxflx , h 1×1)
j w w

↳ Meissen nicht mehr stetig Sein !

Po Po • Wenn f , g stetig , how . fign gleichen . gegen f
-

g
Umkehrsatt aka inverses Funktionentheorem : Abteilung von h

"
gleichen Punkt

?

Sei f : UCIR " → VCIR? 1Jacobi - Matrix ) • i.A. konvergierenpolynome nicht gleichmeissig Ida unbeschrcinkt)×;? few
f-,

"

Doch
. . .
wie Kann ich mir das wrstellen ? : • normale & somit auch gleichen . Ronvergenz gilt auf

beschriinktenteilmengen .det ( dflxo)) -1-0 ⇒ fist Ideal turn Xo) umkehr bar. flx ,y1=o ,
✗ c- IRK y c- IRL d.h

. fire lRn=1Rk× IRL → IRL

d.h
.
7 offene Umgebungen Uo von Xo und Vo von flxds.cl. f •

exp (X)
= Into ¥

. konvergiert nicht gleichmeissig auf IR
eingeschriinkt auf Uo ( flu

.

: Uo→ Vo ) bijektiv ist) dflx, y1=1 dfxlx.gl/dfylx,y1)-- ( da unbeschianktes Polynom)
↳ d.h

. inverterbar ↳ dasselbe gilt fiir sin
,
cos

,
. . .

Die inverse Abbi dung flj! : V.→ Uo ist anf Vo von der 8¥ 8¥ - - - °¥n ! ¥
- - - 8¥

]}, funktionen:i
dyn

Klasse c
'

.

.

verschiedenepunkte : | : .

.

.
.

: :
.

.

. •

stage , surjective funkteon f. [ a ,b, → , , ,d[
:

§¥ %¥ .
. .

: dfe • f : IR- IR
, f

'
1×1>0 and lien f

'
Hito ⇒ fist bij auf IRfair die Abteilung gilt :D If-71%1=1 df 1×45 ' wobeiy-- fix . one : Ty,

- - - 8¥
• f : IR- IR geht irgendwo abrupt

→A : f ist nicht sletig .
- TE:-.inverse der Jacobi - Matrix von f

0ft : man hat y geg . & muss ✗ bestimmen so class y= fix) .
TF TF

Der Umkehrsatzbesagt ,
class eine diffbare Abb . mit inverter -

* dyf ist die Untermatrix der part . Abteilungen der Variables ,barem Differential ( d.h . df -40 ) lolcat ein Diffee ist .
nach der man auf loser nicht e (nicht unbedingty ! )Bem : oft gefragt : dlf-71yd ? → 2-verst Punktxo bestimmen ! dxf . . alle anderen .



Ab hier ein Paar kochrezepte :














