
Dude Basis : zu einer Basis Bist die Basis {Éisk! , die folgendeserfiillt:
Das Wichtigsteaufbseiten

Lineare Riiume
↳ =,

n,Menge {e%3k! , mite-hc-CM.s.d.I-MECE.in>Eh txcicm

Signal and Systemtheorie 1 Definition:(linearer Raum / Vektorraum) Ein linearer Raumiiberc ist eine
nicht leere Menge ✗ zusammenmit : ✗mkt ✗ w.eu Basisvektoren der Basis B

Basiert auf der Vorlesung von Prof. Dr. H . Biilcskei 1152021 +0.- Einer Abbildung von ✗ ✗ X nach ✗
, genannt Addition und notiertmitxntxz Diese Kann man mithilfedersynthesematrix ÑH finder :

① : Einer Abbildung von ICH nach ✗
, genanntskalare Multiplication and notiertmit axLina De Windt In != -1-1 T~H= [ É

,
. . . Ém]

wobeitOund@folgendeEigenschaftenerfiillenmiisseniV-x.x ,- EX ,
Ya

, PEG:

Signaleinteilung A1) ✗^+xz=xz+x, Kommutativgesetz ( so wird aus E- MICE ,e→k>Ék=ÉckÉuk=n
AZ) Xntlxzt ✗3) = lxntxzltx, Assoziativgesetz

⇒ I -54=7"T× Imx )
signal__ Funktion . ×: ① → V A-3) 7 :O EX: Ot ✗ =x Nullelement F ! = esexistierteineintiges

A-417 ! ✗ EX : ✗ + 1- ✗1=0 Inverses Element Eine Basis und ihre Dualbasissind biorthonormal
.
d.h

.
sie erfiillen:Zeitbereich U= Definitionsbereich

SMI ) ✗ Ipx)= lap)x Assoziativgesetz
'Ék

,
éii > = { 1

k=k'

Amplitudenbereich V= Zielbereich SMZ) 71.1 c- E : 1.✗=✗ Einselement
O sont

da TF"=TT" = Im

A&SM1) ✗ lxntxz)= ✗Xnttxz Distribution-tiitl

Analogies signal: 2-eitdiskretes Signal : A&SM2) (✗+ f) ✗= ✗✗ + px Distribution-tiitz Achtung ! É Sind nicht die koordinatenvon-xbez-iigh.ch der Basis {ei} ,
!!
,
!

Y" Hit
,

Ausserdem:
"

Uberpriife : Bildet die Addition & skalare Multiplication tatsiichh.ch im Allgemeinen : I # cnéntczézt .. - + cmém
immer nach ✗ ah? m

✓ > t PITT I' = cnértczézt . . . + cme→m=¥✗,éi >Ei gilt nurfiir orthonormal Bason .
If 1,11

1° ! / " " > t Beispiele : IRM and 6M zusammenmit der Vektoraddition & skalaren Multiplication/ von Vektorenbilden einen b- nearer Raum . Dualbasenverhalten sick symmetrisch : ✗= -2C ✗ iñk> ek=ÑT×=
Amplitudendiskretes Signal: Digitalis Signal: Definition llinearerllnterraum): Eine nichtleere Menge ÑEX ist ein linearer ( d.h. wir hiinneihre Rolle umkehren) =Es✗

, eh
> e~k=THF✗=T" IT " )"×

Unterraumvonx
,
wenn folgendetigenschaftenerfiiwtsind:

✗it,
%" = Im ✗ =X

= •
=

•
1. ✗^+×zEÑ b- ✗mk€Ñ Bem: Fier Orthonormal Baser gilt TET

-'
⇒ F=T lselbst - dual)

- 2. ✗✗ c- Ñ V- ✗ c-Ñ A V- ✗ c- 6LÑ IT / I IÉT / / Ipf
> +

Und sie sind normerhaltend: 11412 =cHc=xHT"Tx= ✗
"

Im ✗ = 11×112
> t

b
= I Basen in linearen Rainmen:

Fui allgemeine Bason gilt new : ✗ min 11-+11711×11%1141'£dmax(MT) 11×112Eine Basis eines linemen Raumes X ist eine Teil menge
Bronx

,
mit Welcher man alle

Funhtionsoperationen Element von Xalseindeutige linearKombination von Elementen aus Bdarstellen Wobei A jewels einen EW von TMF -2; vidivi
"
ist .

Kann
.
Die Koeffizienten der linearKombination werden Koordinatengenannt . Funktionsrciumeals lineare Riiume:

Verschiebung : fix → f- Ix-%) →""- ✗

Definition /Basis) : Die Menge {ék}k? , ,
-ék€CM

,
ist eine Basis fiir EM ,

wenn gilt : Funktionensind ✗ - dimensional Vektoren .

a. Vollstiindigkeit : span{ék}k!,={ cié, + . . . + cmémlc, , . . . , em c- C } = EM Sei ✗ die Menge alter Fkt. von S nach ① llinearer Raum) . Wir definierenstreaking / verstauchnng : fld
→ f- 1*1

>☒ ✗

✗" " ^
2. lineare llnabhiingigkeit : -2km

. ,Ck-ék= 0 ⇒ Gio b- k=qz, . . . ,M die Addition and Multiplication: Punktweise Addition and Multiplication !

Spiegelung : Um die ✗- Achse: fix, → f- 1- ×)
↳ Eine unendliche Menge ist linear unabhiingig ,

wenn jedeendhihe ④ : V-xn.ME/1:t : ✗ ✗ ✗ → ✗ :(✗at ✗2) Is) = Mls) + ✗21s) Uses

Teilmenge linear unabhiingig ist . ① i V-xc.CI
,
V. ✗ c- ✗ : • :c ✗ ✗ → ✗:(✗HIS)= ✗✗ Is) USES

Um die
y
- Achee : fix → - fix) Analyse - and Synthesematrizen: Normierte lineare Riiume:

in dies Form bringer . Betrachteein Signal
-

ie EM
. Diezugehiirigen Entwicklungskoeffitienten in einer Definition:(Norml : Eine reve Fkt. 11.11 , def. auf einem bin . Raum ✗ ist eine Norm

Bei Verschaehtelungen: flxxtp) = f- 1×-1×+1-11=1-1- ✗ ( x- xD Basis {Fish!, Sind : Ck:=cñ,éh> =ék"x→ ,
k=i

,
. . . ,M auf ✗ ,

wenn folgende Eigenschaftenerfiilltsind:
Dann: zuerst spiegeln / Strecker um ✗ ,

dann um ✗overschicken.
M) 11×11>-0 Nichtnegativitiit V-xixic-X.U-ac.CI

fix fix fix Diesekiinnensehreinfachmithilfeder Analysematrixtberechnet werden :
NZ) llxnt ✗211<-11×111+11×211 A 1111^-1411>-111411-11×211 Dreiecksungleichung

Bsp: If > f- 12×+41=1-1-21×-211 : > TIP > N3) 112×11=1×111×11 Homogenitiitt :-/÷:/ ⇒ i:&:i1=t×f- 1-2×1 f- (-21×-21) N4) 11×11=0 ⇐ ✗=O Definitheit

Bem: That vollen Rang & ist quadratisch .



Definition:( Normierter b- nearer Raum): Ein normiertervektorraum ist ein Darstellung bin . System e iiber Matriz en:

Paarl ✗
,
11.111

,
bestehend aus einem Vektorraumx und einer Norm auf Hilbert riiume - Orthonormale (Schauder ) Basis : ✗ it endlichdim.

lin
.

Riiume mit den dazugehiirigen Baser
Definition / Vollstiindiges Orthonormalsystem) : Die Vektoren { ee}E-• in ✗✗ ( Lingenmass) B×={ ✗n , . .. , ✗n} and By-_ { y , , . . . , ym }bildeneinvollstiindiges Orthonormalsystem fiir den Hilbertraum X

,
wenn

In einem normierten linearen Raum Kann man den Abstand Zw . Elementen
foigende-tigenschaftenerf-u.at sind :

* ""+ - - -
+ " "

des Raumes messen . Wir definieren den Abstand : ✗ ✗ ✗ → IRZO H✗=y= pay, + . . - + pnyn
1) ( ee , ee ,>

= { ^ f- l ' H×= HIM ✗it . . .
+ ✗nxn) = ✗, Hxnt . . - t ✗ntlxn

0 sonst fiir lil' €2 Orthonormaltiitdlx
, , Xz) :

= 11 ✗n- ✗ zll Hxi ist ein Element von Y . Deshalbkiinnen wires in der Basis By ausdriicken:
2) V- ✗ c- ✗ gilt 11×11'= Ee?-• kx.ee> 12 Vollstiindigkeit Hx, = tiny, + . . . + tm, ym

Bspenormierte Fktriiume : Wenn { ee3e?- • ein vollstiindiges Orthonormalsystem far ✗ ist , dann Kann 1-1×2=1-12 Yat - - -

+ tmzym
:

LP := { × : IR → a :[It ✗ Itil Pdt < a } mit 11×11 ,p :=/[ 1×1+1 /Pdt )% jedes ✗ c- ✗ in der Form ✗ = III. ix. ee> ee dargestellt werden . H✗n= tnnynt . .
. + tmnym

IP :={ × : 2→ E : En?-a / ✗ In] IP < a } mit 11×11 ep
:=/In?- • I ✗ [n]1P)%

" " ""

Dann liisst sich Hx Schreiber als :

tk-xiftmynti.ttmymltdzltnzy.t.i.ttmzyn.IT. . -+ an [tnnynt .. . + tmnym]Definition / Inneres Prodnkt) : Sei ✗ ein b-nearer Raum .
Ein inneres Product system and systemeigenschaften:

auf ✗ ist eine Abbildung (
•

,
• > : ✗ ✗ ✗ → Emit fol gender Eigenschaften : Ein system hat folgendes Blockschaltbild: Nun Klammern wir jewels yn ,

.. . , ym aus , um die pn ,
. . . , pm heraustulesen :

X: Eingangssignal H×=y= pnynt . . . tpmym
1) ( ✗+ y , t >

= <✗ it > + Cy , z> Additiñtiit ✗ > H > y
y : Ausgangssignal w.pi-dntmtxztyzt.it ✗ntnn

2) (xx , y>
= ✗ ex

, y > Homogenitiit
3) (✗ , y >

= Cy , ×>
* konjugierte Symmetries

✗ t ✗ IYEY I
✗ it bin . Riiume , H : ✗→Y jm-x.tn, + ✗ztmzt . . . + ✗ntmn

4) (✗
,
✗ > 20 A < × , ✗3=0 ⇐ ✗=o positive Definitheit Definition / System) : Ein system H ist eine Abbildung , die einem Eingangssignal In Matn. ✗form bringen ,✗ ein Ausgangssignal y zuordnet . Wir Schreiber y=H✗ -

p.
- -

Linearit-'at von Systemen : tu tu - - - ten
- -

an
-

Definition I Orthogonalitiit): Die Elementex,y EX ,
✗ bin

.

Raum
,
ans -

Definition llinearitiit) : Ein system H: ✗→ Y ist linear
,
wenn fdgendes gilt : ⇒ Pz tu tzz - - - tzn az

gestattet mite ,
• >

,
Sind orthogonal , wenn < AY> = 0

g) Him, =✗H✗ v. ✗ c- ✗ ny, ⇐ a Homogenitiit Bem: wenn Xiiiher :
=

'

: : "
<
:

•

÷
dim / "" M "

IR
,
dann ✗EIR

.

2) Hlxntxz)= Hx, + Hxz ltxn.ME/Additivitiit
- pm - tµy -

✗n
-Cauchy- Schwarz Ungleichung : Kun> i Ecu, u>.<v.v > ⇒ zusammen : Hlxxntpxz ) = ✗Hxntp Hxz U-xn.xzc-X.V-x.PE ¢

⇒ Icu
,
v> I E Hull -11 v11

Null- and Bildraumvon Systemen: Eigenschaftenzeitkontinuierlicher b-nearer System:

Induzierte Norm : 11×11 = NCXIXT Mit c- 1- > inheres Product -
Definition:(Nuiiraum) : Der Nuilraum NIM des Lin

. Systems H : ✗→y ist ein bin. Systeme auf bin . Rainmen von Fkt. auf IR ,
Notation : yltl = (Mx) It)

Alle- tigenschaften der Norm Sind auch fiir die indutierte Norm erfiiwt . llnterraum von ✗ definiert durch: NIH)={✗ ex : H✗=O } C- ✗ Zeitinvariants system: Ein system H :X → Y ist zeit invariant
,
wenn

HT,rx=TrHx U- ✗ EX A V- TEIR
Hilbertroiume Definition / Bildraum): Der Bildraum RIH) des Lin . Systems H : ✗→Y ist ein

bin
.
Unter-raum von Y definiert durch : RIHK { y c- Y : 3- ✗ c- ✗ : Hey } EY mit dem Zeitverschiebungsoperator (Trx) It)= ✗ It - T)Definition ( Hilbertraum): Ist ein bin . Raum ,

der mit einem inneren
Linearitiit & Stetigkeit von systemen : ¥ÉProduct ausgestattet and vollstiindig ist . Theorem:(stetige Systemd: Das system Hist linear stetig dann und Kausales System: Ein system H : ✗→ Y ist kausal

,
wenn ltx

, ,✗z c- ✗ AFTER

Vollstiindigkeit eines Ramones X: der Endpkt. jederkonvergenten Edge
nur dann

,
wenn : H / É,✗iei)=¥?✗i Hei U-konvergenteReihen.IE?xiei ✗nlt)=✗zlH V-t<_T ⇒ ( Hxn) 11-1=(4×2) It) b-tellCauchy Folge) von Vektoren dee Raumes ist im Raum enthalten .

Wir nehmen in Sigsysl an , Dass ein Lin . System immer auch stetig ist . XnltkX~
✗111-1

Intuitive ✗ hat heine licker and keinenoffenen Rand . Das inverse system :

y ,

⇒W✓
"

?
""

him in=-D*
, w.int ✗ ⇒ i'

*
c- ✗ Definition / Inverses system): Das system H : ✗→ Y ist inverterbar

,
wenn

na

n
es ein System G : Y → ✗ gibt , so dass GH= Ix und HG=Iy ,

wobei Ix btw. ✗211-1 (Hxzlltl

Bspe Hilbertroiume : E
"

mit ( ✗
, y>

= ¥
,
Xiyi
"

Iy die Identitiitsabbildungfiir den jeweiligen linear en Raum ist. In
T 11-1×111+1=111×2"

EIR)={ ✗ It) : R1→ a :(×, × > ( a } mite, y>=/
☒
✗ ltlyltidt

drisem Fall beteichnen wir Gals das tu Hzugehiirige inverse system
and Schreiber H-

'
= G.

Plz) = { ✗ In] : I→ a :( ✗
,
× > < a } mitcx

, y>
= ¥✗ In]y*[n] Theorem: Eindeutigkeitdesinversen Systems

wenn ein system invert ierbar ist
,
dann ist seine Inverse eindeutig .

Theorem: Linearitiit des inversen systems:
Die inverse eines linearen Systems ist linear .

Systeme

d.h
. also : (H ✗ 1- - to1) It) = (Mx) It - to) = y It - to)

t)
T

Gedeichtnisloses system: Ein system H : ✗→Y ist gediichtnislos , wenn :
b- ✗ c- ✗ A b- Zeitpunkte to EIR das Ausgangssignal 11-1×111-1 zum Zeitpkt.
to nur von ✗ Ito) abhiingt . Bem: gediichtnislos ⇒ kausal
BIBO-stabih-t.at : Intuition: beschriinhtes Eingangssignal

⇒ beschriinktes Ausgangssignal
Ein System H: ✗ → Y ist BIBO - stabit

,
wenn :

V. ✗EX mit 1×11-11 < 13✗ < a Vt
,
ein By c- IR existiert , sad . 1111×111-11 £ By ltt .



Analog lineare zeitinvariantesysteme ( LTI) im Zeitbereich : Deltaftp.T.stanet-olgeventestfunktionencnltlmitfolgenden Eigenschaften : Rechenregelnfiir 811-1

LTI- system sind voustiindig durch ihre Impulsantwortdefiniert.
gn ,µ={ zofiirtc-T-n-can.ba

] Addition:(1×+4111-1=1×141+1,141--1/ 1×14+8411411-1 dt=
a

Impulsantworthltkltldlltl mit 811-1=40 f+
, fI8lHdt=1 =o fiirt-4 In =/axltkeltldt +4101

✗

Die Intervale T.nbildeneinet-ntervallverschachtelungumt.EE: Product:(✗ lolly/ = lol✗ 41=1,841×11-1911-1 dt= ✗ 1014101=1110118141D.h
.
also : yltl-ltlxlltkffxltlhlt-rdr-lxx-hlltlai.az E.

. . Eto I - . . £bzEb, and ¥zan=nl→izbn-_ to ⇒ ✗ 11-1811-1=1401811-1
✗

LTI : Ausgangssignat Faltungdestingangssignalsmit der Impulsantwort ! t-iirjedesnseifadnltidt-fabionltidt-lt-ichvorschn.tt Verkettung : Glatt b)=L, 811-+1)
Der Grentwert der Deltaforge wird Dirac- Delta

"

Funktion " genannt : a

tattling: ✗ a

Siebeigenschaft : 411-1=1,81+-1-141-1)dt= lol. - +1141
Definition:( fxglltl-fafltlglt-rldr-faflt-rlglrhdilimonltt-st.lt,={✗ f- to
Existent der Faltung : Theorem: Young 'schellngleichung :

n→a Ott to Fouriertransformation von Funhtionen:

x

Sei en ✗ und h integrierbare Fkt . imit "Hlp , 11h "g< • fir Deltafoegezur Messing: mittdwertsatz Fouriertransformation (FT) : Ilf ) :=(FxltDlf1:=tIlHé"
"#
dt

Kp , g- < a. Mit f- + f- = It ? gilt : a bn

lxldnt-fa.xltldnltldt-fanxltidnltidt-txlg.JP" a

andnltldt-xlf.nl" ✗ * hllr Ellxllpllhllq Riicktransformation /IFT ): ✗ It:-(F-' IIFDIH :-[
•
Ilf)E"iftdf= (E) It,

d.h
.
also : die Faltung ist eine Fkt. von LP✗ It nach Lr .

an ' }n< bn

insbesondere : limlxlcn)= him ✗ (Tn)= ✗ ( limen) = ✗ Ito) Eigenschaftender FT :Eigenschaftenderfaltung : ma ma t ma

1) (F'✗Ht) = ✗ 1- t)
a) ×

,
* ✗z=✗z*×n kommutativ ✗ "' stetigumto

2) (( F-
^ )2^✗ ) (f) = I 1- f)

2) IX. * ✗a) +1×3=14*1×2 * ✗3) assoziativ Definition: Verallgeimerte Funktion: T.edu. lineare Funktionalanf dem 3) Flxl. - to)) (f) = e-Ztifto [ (f)3) Xntlxztx, )=✗n*xz + × , * ×, distribution / addition Testfunktionenraum Dheisstverallgemeinerte Funktion .

4) FIX / a. +b) (f)= ÷,e←"ifba I / j )4) 4*12×2)= ✗× , * xz homogen
↳ beinhaltet alle Fkt. Y Mit:{ 411-1=0 ttctca,b] ( kompahtertriiger)

5) 4*12×2 + pxz ) = ✗ IX.* ✗ 2)+plx.it/)Bilinearitiit yunendh.ch oft diffbar y
5) Flett"%"xl -1) (f) = Ilf- f)

(✗Xztpxz) * ×, = ✗ 1×2*141 + Plx, * ✗ n) ( linear in beiden Argumenten) 6) ddf Flxl-1) (f) = -21mi FIELD (f) w. It)=t×lt)

Verallgemeinertefunktion C Funktional Tender Definitionsbereichs ,
auf demy nicht netlist 7) F / ✗ It )) (f) = Zarif FIXH) (f)Interpretation des Fattungsintegrals : Zweiverallgemeinertefunktionenl , Theissen gleich , fallsa ④ Flath) (f) = ☒h) (f) = Ilf)Ñlf1=(F✗)lf) (Fhllf)

ylti-faxlt-rlhlrhdryltt-Ijez.at - tj > hltj) discrete Faltung 1141=1^141 V7 ED
andJ-lx.tn/f1--lx.h)lf1--xlf-1*Ilfl--lFx1lf1*(Fh1lf1Faltung--gewichtetesummezeitverschobener Eingangssignale ! Regula're verallgemeinerte Funktion: Ferne auf /Rstñckweisestetigefunktion plancherelsche Identikit :

htlgibtdabei die Gewichtungskoeffitienten . ✗ 1.1
,
so class 1141=1×141 -_ fabyltixltldt . Sonstheisst sie singular .

✗
a

Intuitiv: Verallgemeinertefkt. erlaubenuns , cinch Fkt. zubetrachten ,Systemeigenschaften von LTI-Systemen durch ihre Impulsantwort : deren Integration einzeenenpktenabnaingen .
f-
✗

✗ lHY*lHdt=faIHlÑ*lftdf

Rechenregdnfiirverallgemeinertefunktionen :Impulsantwort: hltl -4118111-1 Poisson' sche Summenformel :
• lxntxzl'll = lxnklltlxzkll Reg . verallg . Fkt.

kausalitiit: LTI- system ist kausal
,
wenn hltl-ott.co 11+17141=1141 + the) All. veraugfkt.

Éhlt- KT)=¥É→hl¥)¥ikt/T
k=- a

Gedoichtnislosigkeit : LTI - System istgediichtnislos ,
wenn hlH=✗dlH . • 1*141=4×141 Reg . verallg . Fkt. Impulskamm:

BIBO - Stabilitiit :(TI- system ist BIBO - stahl , wenn heh
' 1×11141=01141 All. verallg . Fkt .

• (FÉOIH -1kt))lf1=¥É8lf+¥ )
d.h

. habsowtintegrierbar.la/hlHldt < a • lµµly)=l×, 1×241 Reg . verallg . Fkt. k=-a k= -✗

Fungonode 1×11141=11×41 All. Vera "g . Fkt . ft and Ift : fn
Funktional : Abbildung , deren Definitionsmerge eine lteilmenge) eines • lxoglyt-fa-lxlllt-ab-DReg.verallg.FM. ✗ 11-10-0241

Vektorraumes ist und skalarwertigist. (e. g) (g)=L, llqlt-ab-Dmitgltl-attbAH.verallg.net . [
""

Elt) o_0 ✗ 1- ft
angewendetanftestfunktion ✗ 1- t ) ✗ It > t

t b Definition der Deltafunktioniiber das Deltafunctional: ✗ 1-Ho- Il- f)

lxl.ly/aHxlt1A
↳
Itf,?:p, Itt)0→ ✗ (f)

lgltk 11811-1411-1 dt=[I8lt14l01dt -4101linearesfunktional



Eigenfunktionen analogy LTI - System: Indemwir Filter auf signal anwenden ,
verterrenwirdiese: Abtasttheorem

✗ lH=e""ft Sind Eigenfunctionen von LTI - Systemen Hmit Bspitiefpass : anlilfll
den Eigenwerten Ñlfl. hltkltlolltl

,
Ñlf1= Flxltlllf )

,ñµ, ,={1,1ft Efg xalntl :=×[n]
I

>f o , sonst

Frequent gang eines LTI- systems = die FTÑI-f) der Impulsantworthltl.
- fat -19 41ft

ya,= -aft,
✗alt) -1¥ Rt) → DSV → DIA → y-altl-y.lt)

a ✗
✗naltl Xalnt ) Qlxalnt ))Dann ist : yltl -111×711-1=1 , ✗ It- tlhtldrrfatilfnxlflettiftdf

gyp, , {
e-Zriifto If , Efg

^ ^

yltl-lxx-hlltloio999i.to#tTst sn0 sonst weilfteinerabsolutintegrierbaren $0999
:( f. 1. fbtÑ $0999 ÷ÉffffÑ%n^y / f)= [(f) In /f) Fkt . iststetiglhiernichtstetig)

Raskadierungven LTI - systemen:
t

mathematischemodellierungder Abtastungimteitbereich:Impulsantwort eines idealentiefpasses:(nicht kausallenichtstabil )
hltt

✗ It ) > th
% "

> Hz > ylt) Izpg ✗ 11-1.81-11-1=1111-1 -E.zdlt-KTI-E.ge/lkT)8lt-kT)xlt-t-e2*iftyft1--CHnx11t)=Tmlf1e2-'ift und y,H1=lHzNlH=^hzlf1E"ift
sin AGH - to))

= Zfgsinclzfglt - to))µ~ > t

T

hidltt-2fgzrfglt.to) Deltakamm

⇒ yltt-lthtlzxlltkhzlflh.lflet.it ⇐Étot÷s FT desabgetasteten Signals : periodischessignalmit
-

sindt, =
sin tht)

g-
Period -1^-1.^hlf) it

system werden von aussennachinnenaufgeliistl.y-H.kz/-Hnzuerst,dannHz (1--1×-0+1) / f) =/IX-F.tk?&l--Y--Dlf1--1-nEgilf-Y=)ImpulsantwortdesGesamtsystems: hit)=(h,*h, )H,
mwbeiltt :ReihenÑ9e Kausalisierungdlsidealisiertentiefpasses : hkausalltkhidlt - to)o(f)egal . (5-1×81-1) (f)

and yltl=(x*h)lH=(✗ * lhnthzllltl ^ fs > Zfg
^

✗Alistair BandbegrenztesSprungantworteinesidealentiefpasses : a -Sinusformigestingangssignal : MM
,
MY

sf Signal mit Bandbreitefg !
Liegtamtingang eines LTI - systems euisinusfiirmiges Signaller alt,=µ(+⇒ head, - fjzfgsincczfgir-t.DK £ - É~ - F to H F

✗ ltl-coslz-foti-yokfetnifoteilo-ye-2-ifote-ifo~t.si > t
Falls die Abtastfrequenzzukleinlfsczfg) , sotritteineiiberfaltungto

Dann giltfiirdasAusgangssignallbeihltlc-IR-hlft.IM- ft) ti-L-j-t-inschwingz.at 1Aliasing) auf:
wnhtigeeigenschaft

Idealertiefpass BIBO - stabilisieren:
fsyzfgyltl-lhlfollwslz-fottyotargcilf.IT) I;D Ifl igelf) ( Ñindthgelf)

n kritischeabtastung:fs=2fg f- =fs
ihlfoll : Élnderungder Amplitude 1^7

,

* 17%-1'
> f IT sf

MMMM
> f from Deltakammiiberabtastung: fs > Zfg

argchilfol] :
'

A'nderungder Phase }gegeniiberdlmtingangssignal . - fg fg - fjfg
' nfs=2fg g,

Unterabtastung : fsszfg MMM
> fLaplace Transformation Statoil

,
da:(Iid* Ige / (f) •→ ~¥¥⇒hc- L' Ag Fg It

Nehme ab Eingangssignal ✗ lH=e
"

w. Bandbegrenttesignale: Abtasttheorem: Ein signal milder Bandbreitefgkann aus seinen

g. g. yip, and g. {
< 0 teittichabklingendetinhñllende Bandbreite: des signals ✗ ist das kleinstew ,

so class : Abtastwerten
, genommenmit einer Rate vonfszzfg.eindeutig-oteith.chkonstantetinhiillende

(✗ * htp,w ) (f) = ✗ It) ft c- IR
rekonstrwiert Werden - fg: Bandbreitevom Signal ; fs=¥ From peltakamm.

so 2- eitlichabklingendetinhiillende ilberabtastunggarantiert nicht nur Rekonstruierbarkeit , sondernDann ist das Ausgangssignal :
ouch Eigenfunction ! w.htp.wltl-ZWsinckwtlt-ideallrtiefpassm.tl' rentfrequent W hilftanch gegen

Rauscher im AbtastprozessunderlaubtverschiedeneI
↳ d.h.im/--requentbereichwirddasSignalanfdenIntervah Tiefpass filter .htléstdtyltl-lxx-hlltl-ffhl-leslt-hdt-es-YI.gg EW,w] beschriinkt

.

A' nderungsratevonsignaleneinschriinken: mithilfeder Prozessbildlichdargestellt :
Hlsk Laplace - Transformerte von hlt) ✗Hiatt)=×int )Bernstein - Ungleichung : wenn ✗ 11-1 inder Form ✗ It ✗ It

Tiefpassfilterfiir LTI - system: win > +
→④

Hi
"""

> Ttlitp →What
✗ ltkfwwglflitiftdf ft EIR t

Y
't > = kilt - to) k > 0 dargestellt werden Kann mit get ,

damn gilt : ¥" ④* Étllflthtplfl T ""
Ein verzerrungsfreies System "" line ÑmÑ"•

"

""""Th ""

ydgyy-ygyawgy.gg/xw1yte1R .

" "" £" "
hlttkclt- to) Mµ¥T1M

¥"
-

" '

fg
sf

Damnit ist die FTÑIFI der Impulsantwort :
Bandbegrenzt - ¥ - fg fg ¥=f,

> f ÷µfg > f

In /f) = ke
- Kitto =/ [(f) Ieillf) Ftmrdperiodisch

Einverzerrungsfreies System ist ein linares
,
stabiles

,
kausalesltozo)

und Zeit invariants system ,
das einen Allpassmitlinearer Phase

beschreibt .



Impulsantwortvonzeitdiskreten LTI- systemen: IIR- Filter / Infinite Impulse) : Filter , wekhe eerie Impulsantwort
Rekonstruktionheisst,

(Fl A)Ifl
Zeitdiskretes Signal -_ Zeitdiskretefaltungmitdemzeitdiskreten unendlicherliinge haben . Hiinfig : a large Impulsantwortendurch
Deltaimpuls : Riickkopplungenherbeigefiihrt .MMMM of

- ¥ ¥9 H F ✗ [n]=É×[k]g[n - k] w . g[my :={1m=0 Rekursire Implementierungen f- Riickkopplungenlfiihrenoftzu Problemen
Osonst milder BIBO - Stabilitiit !

Tiefpassiibereinekopieder Ftlegenuendieses Signal heraustufiltern
k=→

Diskrete Fouriertransformation ( DFT) Diskretimzeitbereichlfrequenzbereich→ dann Iftumurspriingliches Signal zuerhatten . Impulsantwort : hln] :=(HE)cn]
N-1

Ausgangssignalvonzeitdiskreten LTI = Faltungmithcn] -11181cm :

Rekonstruktionsformelbeiderkritischen Abtastung lF=fs=2fg) FT : Ilk]=E×[n]e→*ikMN w . Ilk]=Ifkµ )
Sei ✗ Klein signal , welcheskritischabgetastetlrekonstruiertwird: a n=0

yln]=¥z✗[n- T]h[i] = [ ✗ Cri]h[n - T]÷
.

✗ 11-1=11×-8+1 #T.hidlltl-T.VE/lkT7dl.-kT))*hid)ltI= IFT : I [n]=µ1NÉ✗[k]eZ*ikn/NT T " -•
a Kausalitiit and BIBO - stabilitiitanhand der Impulsantwort : k=0

im Frequenzbereich abhier Ausdruckim

argumentieren Zeitbereichauswerten
=T -2 ✗ ( KT) hid It - kt)

k= - a Kamal : hen]=0tn< 0 Matrix- Notation: wn= e-
""IN

-
-

-

BIBO- Statoil : É1h[n] / < a✗ sinlztfglt - KT)) • sin It - KTD
n=→

Ico] g g n
. - . y

- - -

⇒ ✗ ltl-TIxlktl2-fgzafglt.net, F¥•×lkT) ¥1T - kt, within
. . .

with"
""

k= -a Eingangs - Ausgangsbeziehung vonzeitdiskretenLTI-systemenimfrequenzberu.ch: IG] ^ ×"]

f- =fs=2fg IG]
= 1 wjf jn4 . . . jfnln-1) .

✗ [ 2]

Abtastungals Entwicklung in ein Orthonormalsystem : guy , ¢10,210,
✗ "" timingssignal : : : : .

.

.
: ;

HE ] - Impulsantwort [ [wig y wit" wit"" - . . with-1 " ✗ [ µ -1]
✗

✗ 1+1=-2 ✗ 1kt)
"" (¥"-"D

Differentengleichungenvonzeitdiskreten LTI - systemen:
-

-
-

k= - a F- It - kt)
ist eine Entwicklungdesbandbegrenzten

Viele LTI - System kiinnendurchkausale Differentengleichungendargestellt werden : TF
Signals ✗ It) in ein Orthonormalsystemekltk VIS

" ""D
! :) F M × : Eingangssignal Fn : DFT - Matrix . llnitiirbisaufeinenskalierungsfaktor :+ It - KT)

pkg akycn- k]=m§bm✗[ n-m] y : Ausgangssignel y=H× FnFÑ= NIN und FÑFn=NIn
an ,bm: Parameter des systemsZeitdiskretesignaleundsysteme M

⇐>

ycn]=É - a÷y[n-k]+Ib÷✗[n- m] In Matrixform: ✗=1µEnII ⇐ ✗ in]=µ1ÉI✗[me"""NZeitdiskrete Signal: Ab hier : signal endlicher tinge __ periodische Signal k=l m=O

Abtastungimzeitbereich ⇒ periodischefortsetzungdesspektrumsimfrequentbera.ch → Achtung y dadurch nicht eindeutigbestimmt ! fiir n¢{ 0 , - . . ,N -13 Warde ✗ In] durch

Abtastungperiodischfortgesetzt.→ Wir branches noch Anfangsbedingungen yen](T-lx.SN/lfl--F-&ji(f-k=)=-IckeZ*ikTfw.q--xlkT) Hierarch: FT= Entwicklung in eine orthonormal Basis:fk=-a
↳
wiebeiallenanderenDGLanch.ylnt-yhcni-yp.cn] YNEZ

,
-

Poisson'schesummenforme.TT#ru-heT
a Element fir Blockschaltbildvon Differentengleichungen: wine

= E✗d[k]é"ik0=FÉ .si/0---k-)--Idlo-1 ✗= In?É> fe mit fe=|wñ"Xzcn]The- •
y.ph#ine d Ice]gun, , , , , ,,, wynn,,,|undo __ Tf

"

Addition
"

✗in]→④→ ✗in]+✗z[n]

Zeitdiskrete FT and IFT fiirxdcn]: fn-oii-i.in-nlwobeim-Peri.de/iin9
"

"

Multiplication
"

✗ [ng- / a → a×[n] Ilbersicht Fouriertransformationen:
1

FT: kdlo-t-n.FI/dCnIe-Ztin0-IFT:xdCnI=fIdloIe2*in0dO- time frequency"

Zeitverzogerung
"

✗ In]→z→ → ✗ [n-1]
Fourier Transform IR IR

E- ¥ -

- relative Frequent ianfdie Abtastfrequenzbezogen . FIR-Filter / finite - impulse response) : M-1 discrete-time FT IIRmodlylnt-E.hu] ✗ Cn- l]Zeitdiskrete System : ↳ haben Impulsantwort endlicher Linge . 1=0 discrete FT (DFT) Knud N I mod N
Blockschaltbild : ✗ In]- H → ycn] y=Hx

✗ In]-1
>☒→④→ ycn] Fourier series 1RmodT I

Eigenschaften von -zeitdiskretensystemen: v YLinearitiit : Hlxntxz)= Hlxnlttllx, ) AHHH = ✗ Hlx) Hq,✗z , ✗ c- ✗ A Hate 2--1 Peritode
hlnlhatendlichelcinge-Zeitinvarianz.tl/xE-noD--lHx1c.-n.IU-✗ c- ✗ An.EE f-☒→④
Kausalitoit : ✗in]=✗z[n] b- nen. ⇒ (Hahn]=lH✗z)[n]V- nen, T

= Kline Riickkopplungen .:
V-xnxzc-XAV-n.EE

[,
i

Riickkopplung: hln] hat unendliche
BIBO-stabilit.at:1/CnJlEBxcaV-nt2=FBy:llHxXnHeBycxU-nc-I j Y Linge .
LTI : linear & zeit invariant . b-✗ c- ✗ 1-]→④ dann nicht BIBO- Statoil .



Zirkulante Matrix: Ist durch einen Vektor
,
E.B. xzcn] , vollstñndigbestimmt : Kochrezept lineare tattling durch DFT: Sigmafunktion :

n t 20
-

✗do] ✗z[ N - n] - - - ✗z[a]
-

N - Pkte DFT Mit N< Ptl-1 ist falsch , da so xztn] zu Wenig
Pkte Analog : Tltl:={ oisonst Diskret : son] :={ ^ 1h200

,
Sonstaufweist IN Pkt. DFT hat als Resultat ein N- periodisches Signal) !2- = ✗z[1] ✗zco] - - - Xz[2]

'

i
•

.
. I 1 . Zero - Padding 1 durch Nutter auffiillen) der signal ✗In] and ✗In] Abteilung : 0111-1=811-1

auf die Liinge NZP+ L - l
✗z[N-1] ✗IN-2] - - - ✗z[0]

2. Berechnen der N - Pkte DFT Ñntk] and Iz the] 01N- log IND Faltungberechnen ( Graphische Faltung):- -

1. tzo ,
hit / = {

1 1- c- C- 1,1 ]

Sie wird immer durch die normierte DFT- Matrix T¥ und den 3
.
Berechnen von Isth]=Ñ,[KI - Iz the] 01N) Bsp: Sei ✗ 11-1=011-1 -_ {°'t" o sonst

Eigenwerten Idk] diagonalisiert : 4
. Invertieren der DFT :X} In]=µ1É^Iztk]e←"HN OCNIOGCND

k=o ^# .,#Ido]
-

Fast Fourier Transform ( FFT)
a

µ,, µ Schneller Algo fiir die Berechnung der DFT. yltl = f-• ✗ It - ihltdtE- ¥Fµ
"

Irn Fn Annahme : jedearithmetische Op. beniitigt gleich viel Zeit .-

"
n-n 1 . Wogibtdas Integral to : htttofiir TEC-1,1 ]

4 Kik]= -2 ✗ [n] wnkn ✗ In]=N1§jI[k]wÑkn → OCNZ)
I
>
[N -1] no

2- Berlithtlichhln: rlt - a) to fir t - rizo ⇐ Tet

2- yklischefaltung :
- -

FFT: Rekursives Aufteilen in grade & ungeradesubelemente:
-It ^

⇒ +c- [-1,1]net]
Sei ✗In] and ✗In] jewels N - periodisch oder Mit Tange N . I [k]= -2 -4-1 > T Unser Cursor

ngerade
✗ In]wN↳ + I ✗ th] wwk" = . . . = § [k] think lick]Die zyklischefaltung ✗said ist gegeben durch: nmgerade 3. Integrationsbereichebestimmen :

N" N-^
⇒ DFT einer Fkt. ✗ mit Lange N Kann in zwei DFT 's von Fktionengundu ¢ + ← -1

×
,
In]= all] ✗in- D=# ✗In- l]✗zH] lanfteit : 01N"

der hinge Nzanfgeteilt werden . Der Aufwand der DFT Kann durch [→ it ] - " t "

C- 1,1] t > 1den Anfwand der Subelemente ausgedriickt werden :wobei ×
,
and xz jewels N - periodsoh fortgesetzt werden . 4. Integrieren:

Die Zyklischefaltungkann efficient in der DFT berechnet werden : # IN )E2# ( Nk) + 3N ^

{
0 t←'

d.h
.
also: nach login) - 1 Schriften missen nur noch DFT 's der liingeall]✗z[n - l ] ☐→ I ,[k]×^z[k] laufteit : 01N) ylt)

1=0 2 berechnet & anschliessendsummiert werden.
{I 'd-1=1-+1 - 14<-1 ⇒

÷
,

,

N-7

find-1=2 t > 1
✗In]- ✗In] 0→ f- ¥0 ✗all] ✗z[k- l] Theorem: FFT Algorithmus von Cooley and Tuckey 1956 :

Wichtige Reiner and Summer:DFT Kann in 01N log IND berechnet werden . ⇒ DFT+ Mutt . + IDFT ist 01N-login)) ! Fiir Wn = e-
""IN

gegeben , mit N=2
"

,
n c- IN ist es miiglich Ith] , a

k= 0,1 , ... , N -1 mit einer Komplexitiitvonhiichstens Geometrische Reihe: Iqk b- 19-1<1Lineare Faltung : fiirzwei Signal endlicher Linge no

d.h. nicht Zyklisch → die signal werden nicht periodisch fortgesetztgefaltet . 4N1ogzN=0lNlog{ND zuberechnen .
Geometrische Summer. Éqk= 1- 9-

" "

✗
,
[n] Xz[n]
^ ^

k=o 1- 9-

☐ Sonstiges Arithmetischesumme: É,k= "
'" "

° I - - - Po . . .

> n

°

p . . - I Deltafunhtion auf einen Blick: 2

-9 on -9 on p-n F >
n Wichtigste Sachem:

f a t=O
nicht periodischfortsetzen ! Definition: Sit , E) = {%

" " £ E-

Impulsantwort: (Hd ) It ) w . dltl = {
* +⇒

o µ , > e
mite→ 0 ⇒ 811-1=-10 t=o 0 sonst

✗ L-l t
a

bin
. Faltung: ✗In] = I ✗n[l] xztn- l] = -2 all]✗z[nfl]

Sprungantwort . (Hr ) It , w . get)={ ^ ⇐ °

e.→ to Integral iiber die Deltafunktion: 1*811-1 dt=1 o + so

Siebeigenschaft :-[811--41×11-1 dt= ✗ ltol Ausgangssignal LTI : y-111×111-1=1×+2111-1

Deltafkt.is/-gerade:Sltl--Sl-t1xztnJ--OV-n49o,P-13LiingeP{ ! !¥%¥! "Engen, Sauron Pythagoras :
Multiplication milder Delta function : ✗ 11-1811-1=11101811-1 11/4+112112=11/4112+11×211

'

fiircxmxz> = 0
Faltungmit Deltafkt: 1×+8111-1=1101+1×4 - rider__ ✗ It

a

(✗ *É§t - ktya-i-k.E.it - kt)
Die Punktnotation :

Verkettung : chat+ b) = at oittba)✗
~

Deltakamm: Eat - let) III II
k=-A -{T -f o f Lt

> t

Deltafunktionim Diskreten : an]={
" in"

0 sonst


