
1 Koordinatensysteme

1.1 Koordinaten

Kartesisch Sphärisch Zylindrisch

x=r · sin(θ) · cos(φ)

y=r · sin(θ) · sin(φ)

z=r · cos(θ)

r=
√
x2 + y2 + z2

θ=arccos( zr )

φ=arctan( yx )

ρ=
√
x2 + y2

φ=arctan( yx )

z=z

x=ρ · cos(φ)

y=ρ · sin(φ)

z=z

r=
√
ρ2 + z2

θ=arctan(ρz )

φ=φ

ρ=r · sin(θ)

φ=φ

z=r · cos(θ)

1.2 Einheitsvektoren

Kartesisch Sphärisch Zylindrisch

nx=sin(θ) · cos(φ) · nr+

cos(θ) · cos(φ) · nθ−

sin(φ) · nφ
ny=sin(θ) · sin(φ) · nr+

cos(θ) · sin(φ) · nθ+

cos(φ) · nφ
nz=cos(θ) · nr−

sin(θ) · nθ

nr=
x
r · nx+
y
r · ny+
z
r · nz

nθ=
x·z

r·
√
x2+y2

· nx+
y·z

r·
√
x2+y2

· ny−
x2+y2

r·
√
x2+y2

· nz

nφ=
−y√
x2+y2

· nx+

x√
x2+y2

· ny

nρ=
x
ρ · nx+
y
ρ · ny

nφ=
−y
ρ · nx+
x
ρ · ny

nz=nz

nx=cos(φ) · nρ−

sin(φ) · nφ
ny=sin(φ) · nρ+

cos(φ) · nφ
nz=nz

nr=
ρ
r · nρ+
z
r · nz

nθ=
z
r · nρ−
ρ
r · nz

nφ=nφ

nρ=sin(θ) · nr+

cos(θ) · nθ
nφ=nφ

nz=cos(θ) · nr−

sin(θ) · nθ
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1.3 Orthogonalitätsrelationen

Kartesisch Sphärisch Zylindrisch

nx=ny × nz

ny=nz × nx

nz=nx × ny

nr=nθ × nφ

nθ=nφ × nr

nφ=nr × nθ

nρ=nφ × nz

nφ=nz × nρ

nz=nρ × nφ

2 Differentialoperatoren

2.1 Gradient ∇f

Kartesisch ∇f=∂xf · nx + ∂yf · ny + ∂zf · nz

Sphärisch ∇f=∂rf · nr + 1
r · ∂θf · nθ +

1
r sin θ · ∂φf · nφ

Zylindrisch ∇f=∂ρf · nρ + 1
ρ · ∂φf · nφ + ∂zf · nz

2.2 Divergenz ∇ ·A

Kartesisch ∇ ·A=∂xAx + ∂yAy + ∂zAz

Sphärisch
∇ ·A= 1

r2 · ∂r
(
r2 ·Ar

)
+ 1

r sin θ · ∂θ (sin θ ·Aθ)+

1
r sin θ · ∂φAφ

Zylindrisch ∇ ·A= 1
ρ · ∂ρ (ρ ·Aρ) +

1
ρ · ∂φAφ + ∂zAz
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2.3 Rotation ∇×A

Kartesisch
∇×A=(∂yAz − ∂zAy) · nx + (∂zAx − ∂xAz) · ny+

(∂xAy − ∂yAx) · nz

Sphärisch

∇×A= 1
r sin θ · (∂θ (sin θ ·Aφ)− ∂φAθ) · nr+

1
r ·
(

1
sin θ∂φAr − ∂r (r ·Aφ)

)
· nθ+

1
r · (∂r (r ·Aθ)− ∂θAr) · nφ

Zylindrisch
∇×A=

(
1
ρ∂φAz − ∂zAφ

)
· nρ + (∂zAρ − ∂ρAz) · nφ+

1
ρ · (∂ρ (ρ ·Aφ)− ∂φAρ) · nz

2.4 Skalarer Laplace ∇2f

Kartesisch ∇2f=∂2xf + ∂2yf + ∂2zf

Sphärisch
∇2f= 1

r2 · ∂r
(
r2 · ∂rf

)
+ 1

r2 sin θ · ∂θ (sin θ · ∂θf)+

1
r2 sin2 θ

· ∂2φf

Zylindrisch ∇2f= 1
ρ · ∂ρ (ρ · ∂ρf) +

1
ρ2 · ∂

2
φf + ∂2zf
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2.5 Vektorieller Laplace ∇2A

Kartesisch ∇2A=∇2Ax · nx +∇2Ay · ny +∇2Az · nz

Sphärisch

∇2A=
(
∇2Ar − 2

r2 ·Ar −
2

r2 sin θ · ∂θ (sin θ ·Aθ)−

2
r2 sin θ · ∂φAφ

)
· nr+(

∇2Aθ − Aθ

r2 sin2 θ
+ 2

r2 · ∂θAr −
2 cos θ
r2 sin2 θ

· ∂φAφ
)
· nθ+(

∇2Aφ − Aφ

r2 sin2 θ
+ 2

r2 sin θ · ∂φAr +
2 cos θ
r2 sin2 θ

· ∂φAθ
)
· nφ

Zylindrisch
∇2A=

(
∇2Aρ − Aρ

ρ2 −
2
ρ2 · ∂φAφ

)
· nρ+(

∇2Aφ − Aφ

ρ2 −
2
ρ2 · ∂φAρ

)
· nφ +∇2Az · nz

2.6 Identitäten

∇(f · g) = f · ∇g + g · ∇f

∇(A ·B) = (B · ∇)A+ (A · ∇)B+A× (∇×B) +B× (∇×A)

∇ · (f ·A) = f · (∇ ·A) +A · ∇f

∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B)

∇ · (∇×A) = 0

∇× (f ·A) = f · (∇×A) +∇f ×A

∇× (A×B) = (B · ∇)A− (A · ∇)B+A · (∇ ·B)−B · (∇ ·A)

∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A

∇×∇f = 0
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3 Integraloperationen

3.1 Differentielle Elemente

ds = dx · nx + dy · ny + dz · nz

= dr · nr + r · dθ · nθ + r sin θ · dφ · nφ

= dρ · nρ + ρ · dφ · nφ + dz · nz

da = dy · dz · nx + dx · dz · ny + dx · dy · nz

= r2 sin θ · dθ · dφ · nr + r sin θ · dr · dφ · nθ + r · dr · dθ · nφ

= ρ · dφ · dz · nρ + dρ · dz · nφ + ρ · dρ · dφ · nz

dV = dx · dy · dz

= r2 sin θ · dr · dθ · dφ

= ρ · dρ · dφ · dz

3.2 Kurvenintegrale

Skalar (1. Art):
´
γ

f(x) ds =
b́

a

f(γ(t)) ‖γ̇(t)‖2 dt

Vektoriell (2. Art):
´
γ

f(x) · dx =
b́

a

f(γ(t)) · γ̇(t) dt
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3.3 Oberflächenintegrale

Skalar:
˜
S

f(x) da =
˜
B

f (ϕ(u, v)) · ||∂uϕ× ∂vϕ|| dµ(u, v)

Vektoriell:
˜
S

f(x) da =
˜
B

f (ϕ(u, v)) · (∂uϕ× ∂vϕ) dµ(u, v)

3.4 Volumenintegrale

˝
V

f(x) dV =
˝
B

f (ξ(u, v, w)) · |det (Jξ(u, v, w))| dµ(u, v, w)

Jξ(u, v, w) =
(
∂uξ ∂vξ ∂wξ

)
=

∂uξx ∂vξx ∂wξx∂uξy ∂vξy ∂wξy
∂uξz ∂vξz ∂wξz



3.5 Satz von Gauss

‚
∂V

Ada =
˝
V

∇ ·A dV

3.6 Satz von Stokes

¸
∂S

Ads =
˜
S

∇×A da
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