
||

Übung 11

Feldwinkelspektrum

13.05.2019René Zurbrügg 1



||

Übung 11

Recap

13.05.2019René Zurbrügg 2



Ebene Wellen

Wellen der Form: 

𝐸 𝑟 = 𝐸0 ⋅ 𝑒
𝑖𝑘⋅ Ԧ𝑟

K Vektor beschreibt:

• Propagationsrichtung der Welle (x,y und z Komponente)

• Wellenlänge gegeben durch: 𝜆 =
2𝜋

𝑘

• Geschwindigkeit der Welle: 𝑣 =
𝜔

𝑘

𝒌

𝑬



Dispersionsrelation

Eine ebene Welle im Raum muss die Helmholtzgleichung erfüllen

∇2 +
𝜔

𝑐

2

𝐸 𝑟 = 0 → |𝑘|2 =
𝜔

𝑐

2

Was für Wellen können für eine Quelle mit Kreisfrequenz 𝜔 existieren? 
Mögliche K-Vektoren müssen auf 

Oberfläche einer Kugel liegen.
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Frauenhofer Approximation

exp(𝑖𝑘𝑅) ≃ exp(𝑖𝑘(𝑟 −
𝒓 ⋅ 𝒓′

𝑟
))

Taylorentwicklung von 𝑅 = 𝒓 − 𝒓′ ≃ 𝑟 −
𝒓⋅𝒓′

𝑟

Phasenterm:

Greensche Funktion: 𝑮𝟎 𝒓, 𝒓′ = exp 𝑖𝑘 𝑟 −
𝒓 ⋅ 𝒓′

𝑟
⋅
1

4𝜋𝑟
1 +

𝑖

𝑘𝑟
−

1

𝑘2𝑟2
𝑰 +

3

𝑘2𝑟2
−
3𝑖

𝑘𝑟
− 1 ⋅

𝒓𝒓𝑇

𝑟2

Phasenterm Amplitudenterm ( 𝑹 ≃ 𝒓)
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Feldwinkelspektrum

Idee:

Beschreibe ein beliebiges E-Feldes als Superposition von Ebenen Wellen 

𝑬 𝒓 =ම
𝑘

෡𝑬 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 , 𝑘𝑧 ⋅ 𝑒𝑖(𝑘𝑥⋅𝑥+𝑘𝑦⋅ 𝑦+𝑘𝑧⋅𝑧)⋅ 𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦𝑑𝑘𝑧

Amplitude Propagationsrichtung

Annahme:

Felder sind monochromatisch → Alle Ebenen wellen besitzen gleiches 𝜔

Dispersionsrelation: 𝑘2 = 𝑛 𝜔 ⋅
𝜔2

𝑐2
→ 𝑘𝑧 = 𝑘2 − 𝑘𝑥

2 − 𝑘𝑦
2

𝑬 𝒓 = න
𝑘𝑥

න
𝑘𝑦

෠𝐸(𝑘𝑥, 𝑘𝑦 , 𝑘𝑧) ⋅ 𝑒
𝑖(𝑘𝑥⋅𝑥+𝑘𝑦⋅ 𝑦+𝑘𝑧⋅𝑧)⋅ 𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦
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Feldwinkelspektrum

෡𝑬 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 , 𝑘𝑧 ∝ 𝑬 𝒓 , 𝑒𝑖⋅𝒌⋅𝒓 =ම𝐸 𝑟 ⋅ 𝑒−𝑖 𝑘𝑥⋅𝑥+𝑘𝑦⋅𝑦+𝑘𝑧⋅𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

Durch Projektion auf Ebene Wellen erhalten wir die einzelnen Wellenanteile des E-Feldes

Meist reicht uns das Feldwinkelspektrum bezogen auf eine Ebene z=const. 

Wir betrachten dann das Feldwinkelspektrum ෡𝑬 𝑘𝑥, 𝑘𝑦; 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

෡𝑬 𝑘𝑥, 𝑘𝑦; 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =
1

4𝜋2
ඵ𝐸 𝑥, 𝑦; 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ⋅ 𝑒−𝑖(𝑘𝑥⋅𝑥+𝑘𝑦⋅𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦



Idee des Feldwinkelspektrums

Wir zerlegen unser Feld in ebene Wellen in einer konstanten Ebene. 

Jede Ebene welle propagiert in eine eigene Richtung 𝒌 =

𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑧



Beispiel

Wir betrachten eine Ebene Welle, welche durch ein “Fenster” mit Länge a in der Ebene z=0 propagiert

𝑬 𝑥, 𝑦; 𝑧 = 0 = 𝑬𝟎 𝑥 <𝑎, 𝑦 <𝑎

z

x

y

E-Feld in der Ebene 𝑧 = 0:



Beispiel

Feldwinkelspektrum in der Ebene z = 0:

෡𝑬 𝑘𝑥, 𝑘𝑦; 𝑧 = 0 = න
−𝑎

𝑎

න
−𝑎

𝑎

𝑬𝟎 ⋅ 𝑒
−𝑖 𝑘𝑥⋅𝑥+𝑘𝑦⋅𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑬𝟎 ⋅ 4𝑎

2𝑠𝑖𝑛𝑐 𝑘𝑥 ⋅ 𝑎 𝑠𝑖𝑛𝑐(𝑘𝑦 ⋅ 𝑎)



Helmholtzgleichung

Das Elektrische Feld im freien Raum muss immer die Helmholtzgleichung erfüllen:



Helmholtzgleichung

Elektrisches Feld erfüllt Helmholtzgleichung

⇒ 𝜕𝑧
2 + 𝑘𝑧

2 ⋅ ෡𝑬 𝑘𝑥, 𝑘𝑦; 𝑧 = 0

Allgemeine Lösung:

෡𝑬 kx, ky; z = ෡𝑬 𝑘𝑥, 𝑘𝑦; 0 ⋅ 𝑒±𝑖𝑘𝑧⋅𝑧

(Feldwinkelspektrum in der Ebene 𝑧) = (Feldwinkelspektrum bei z=0) ⋅ (Propagationsterm)



Allgemeines Vorgehen



Letzter Schritt: Rücktransformation



Paraxiale Approximation

Ausdruck für 𝑘𝑧 meist zu schwierig um integral zu rechnen

𝑘𝑧 = 𝑘 ⋅ 1 −
𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2

𝑘2

Annahme: 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 sind klein im Vergleich zu 𝑘𝑧
→ Dominierender Anteil der Strahlen propagieren in z Richtung

𝑘𝑧 = 𝑘 ⋅ 1 −
𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2

𝑘2
≃ 𝑘 ⋅ 1 −

𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2

2𝑘2
≃ 𝑘



Fernfeld und Feldwinkelspektrum

Wir möchten das Feld in sehr weiter Entfernung berechnen

Wir definieren neu einen Richtungsvektor:

𝒔 =

𝑠𝑥
𝑠𝑦
𝑠𝑧

= 𝒆𝒓 =
𝒓

𝑟
=

𝑥/𝑟
𝑦/𝑟
𝑧/𝑟

(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑘𝑥𝑘𝑦

𝑘𝑧

=
𝑘

𝒌
=

𝑘𝑥/𝑘
𝑘𝑦/𝑘

𝑘𝑧/𝑘



Fernfeld und Feldwinkelspektrum

Das Feld genügend weit von der Ebene entfernt entspricht gerade der ebenen Welle, welche in diese Richtung 

propagiert.

𝑬∞ 𝑠𝑥 , 𝑠𝑦 ∝ ෡𝑬 𝑘 ⋅ 𝑠𝑥 , 𝑘 ⋅ 𝑠𝑦; 0 ⋅
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟

= −2𝜋𝑖𝑘 ⋅ 𝑠𝑧 ෡𝑬 𝑘 ⋅ 𝑠𝑥 , 𝑘 ⋅ 𝑠𝑦; 0 ⋅
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟


