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1 Mathematische Grundlagen

1.1 Koordinatensysteme

Héufig sind wir daran interessiert, geometrische Dinge in der Mathematik darzustellen um mit ihnen
zu rechnen.

Um mit mathematischen Mitteln geometrische Probleme beschreiben zu konnen, miissen wir ein
System einfiihren, wie wir Positionen im Raum und Richtungen charakterisieren konnen.

Zu diesem Zweck werden Koordinatensysteme eingefiihrt.

Definition Koordinatensystem

Ein Koordinatensystem dient zur eindeutigen Bezeichnung der Position von Punkten in einem
geometrischen Raum.

Befinden wir uns in einem 3-Dimensionalem Raum so werden 3 Basisvektoren benétigt, um
jeden Punkt im Raum eindeutig zu definieren.

Mochten wir nun einen Punkt im Raum beschreiben, so miissen wir zuerst einen Punkt im Raum
als Bezugspunkt (Ursprung) definieren.

Danach beschreiben wir den gesuchten Punkt als Linearkombination der Basisvektoren. Die
Koeffizienten der Linearkombination bezeichnen wir dabei als Koordinaten.

X Beispiel 1 Punkt im Koordinatensystem

Geben sie die Koordinaten des folgenden Punktes P im 2 Dimensionalen an.
Als Basisvektoren verwenden wir die Vektoren: €1, é»




Lésung

Um vom Ursprung den Punkt P mit den Basisvektoren €| und €, zu erreichen, miissen die
Vektoren wie folgt kombiniert werden:

Somit gilt fiir den Punkt P :




Konzept Winkelabhingige Basisvektoren *

In gewissen Koordinatensystemen werden Basisvektoren verwendet, dessen Richtung sich
Abhingig des Winkels @ndern.

Sie werden dazu verwendet, Punkte im Raum abhingig eines Winkels zu beschreiben.

Der Basisvektor zeigt dabei immer in die Richtung des Winkels

* Dies ist ein Konzept, welches Mathematisch nicht genau so existiert.

X Beispiel 2 Punkt im Koordinatensystem - Polarkoordinaten

Geben sie die Koordinaten des folgenden Punktes P im 2 Dimensionalen an.
Als Basisvektoren verwenden wir die Vektoren: €1, €;, wobei €; ein Winkelabhéingiger Basisvek-
tor ist.

Lésung

Da der Punkt P einen Winkel von 90° = 7§ einschliesst, miissen wir ein Winkelabhingigen
Basisvektor ¢, mit 5 multiplizieren.

Der Abstand des Punktes zum Ursprung betridgt 8 Einheiten, wobei der Vektor €| die Linge von
2 Einheiten besitzt.

Somit gilt fiir die Koordinaten des Punktes P in Abhingigkeit von €1, é5:

— T -

P=%-é,+4-¢

)
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1.1.1 Kartesische Koordinaten

Kartesische Koordinaten

Kartesische Koordinaten werden als bekannt vorausgesetzt.

Kartesische Koord. werden vor allem dann verwendet, wenn die geometrische Anordnung
Symmetrien beziiglich einer Ebene besitzt.

z
E S

z-Koordinate

>y

x-Koordinate

/ y-Koordinate
X



1.1.2 Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten werden meist dann verwendet, wenn die geometrischen Anordnung
Symmetrien beziiglich einer Gerade aufweist.
Zylinderkoordinaten besitzen 3 Basisvektoren wovon 1 winkelformig ist.

Basisvektoren

1. €, Beschreibt den Abstand zur Symmetrieachse
2. €, Beschreibt den Winkel des Punktes in der XY-Ebene
3. €, Beschreibt den Abstand auf der Symmetrieachse

N
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Richtung der einzelnen Basisvektoren fir beliebige Punkte im Raum:

Radialer Vektor €, Azimutaler Vektor é,




1.1.3 Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten werden meist dann verwendet, wenn die geometrischen Anordnung

Punktsymmetrien aufweist.
Kugelkoordinaten besitzen 3 Basisvektoren wovon 2 winkelabhéngig sind.

Basisvektoren

1. é, Beschreibt den Abstand zum Ursprung
2. ég Beschreibt den Winkel des Punktes in der ZY-Ebene
3. €y Beschreibt den Winkel des Punktes in der XY-Ebene

10



Richtung der einzelnen Basisvektoren fir beliebige Punkte im Raum:

Radialer Vektor é, Azimutaler Vektor é,

Meridonaler Vektor ¢y

5
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1.1.4 Zusammenfassung

Kartesische Koordinaten

Zylinderkoordinaten

Kugelkoordinaten

z-Koordinate
>

>y

x-Koordinate

/ y-Koordinate
x

Anwenden bei:
Symmetrie zu Ebene

Anwenden bei:
Symmetrie zu Achse

Anwenden bei:
Symmetrie zu Punkt

p
¢

r

0
s

— 84089+ 02
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1.2 Vektorfelder

Mochten wir eine physikalische Grosse im Raum beschreiben, so sind wir hédufig nicht nur an den
ortsabhéngigen Punkten interessiert.

Meistens mochten wir jedem Punkt im Raum eine Richtung zuordnen.

Mochten wir beispielsweise die Erdanziehungskraft modellieren, so wollen wir jedem Punkt im Raum
einen Vektor zuweisen, der in Richtung der Kraftwirkung zeigt.

Seine Linge soll zudem die Information beinhalten, wie stark die Kraft an diesem Punkt wirkt.

Defintion Vektorfeld

Ein Vektorfeld, bezeichnet eine mathematische Funktion, welche anstatt einer skalaren Grosse
Vektoren zuriick gibt.

Hiufig ist ein Vektorfeld nicht nur von einer Variable (x) abhéngig, sondern besitzt 3 Parameter
(x,y,z) die wir manchmal als Ortsvektor 7 zusammenfassen.

Beispiel Vektorfeld - Gravitation

Mochten wir beispielsweise das Gravitationsfeld der Erde mathematisch beschreiben, wiirden
wir dies in Form eines Vektorfeldes tun.

Dieses Vektorfeld soll jedem Punkt einen Kraftvektor zuweisen, welcher in Richtung Erdmittel-
punkt zeigt.

Da die Erde punktsymmetrisch ist, ist es sinnvoll Kugelkoordinaten zu verwenden.

Die Stidrke der Gravitationskraft auf ein Massepunkt der Masse m ist definiert als:

M-G
Fy = =3

r

Somit folgt fiir das Vektorfeld, das die Gravitationskraft beschreibt:

= M-G .
FM(I”,G,(P) = 2 '(_er)

13



1.3 Weg- und Oberflachenintegrale

Gleichung Wegintegral iiber ein Vektorfeld

Wegintegrale beschreiben die Auswirkungen eines Vektorfeldes auf ein Teilchen, welches sich
entlang eines Weges bewegt.

Sie konnen in unserem Fall, hdufig als ein Mass der Arbeit, welche aufgewendet werden muss,
um ein Teilchen von A nach B zu bewegen, aufgefasst werden.

Wir notieren das Wegintegral iiber einen Weg Y folgendermassen:

/E-d§
Y

Konnen wir den Weg v als mathematische Funktion von t ausdriicken, so ldsst sich das Integral
folgendermassen darstellen:

A “E((1)) A1) -di

Variablen '
v(to) = Startpunkt , Y(z,) = Endpunkt , ¥(¢) = Zeitliche Ableitung der Kurve

Das Integral selbst ist relativ schwer zu rechnen. Haufig ldsst es sich jedoch vereinfachen: Ist der

Weg parallel zur Richtung des Feldes, so vereinfacht sich das Integral iiber eine vektorielle
Grosse zu einem Integral iiber eine skalare Grosse

B
/E-dE’:/ E(r)-dr
Y A

Variablen
A = Startpunkt des Weges
B = Endpunkt des Weges

Fiir den Fall, dass das Feld auf dem gesamten Weg konstant ist, lisst es sich noch weiter
vereinfachen:

/F?-diz Lis - |E|
Y

Variablen

lap = Lidnge des Weges im Feld

Ist das Feld konstant, schliesst aber mit dem Weg immer einen Winkel ¢ ein, so gilt fiir das
Integral:

/E-d&':lAB-|E|-cos((p)
Y

Variablen
¢ = Winkel zwischen Wegrichtung und Richtung des Feldes

14



Begriindung Wegintegral

Wir betrachten ein Vektorfeld H = H - ¢y (Griin) und ein Weg 5§ = s- ¢, (Blau).

Wir interessieren uns dafiir, wie viel Arbeit wir aufwenden miissen, um uns von Punkt A (unten
Links) nach Punkt B (oben Rechts) zu bewegen.

Wir gehen nun davon aus, dass auf einem sehr kleinem Wegstiick As sich die Richtung und
Stiarke des Feldes nicht dndert, sowie die Richtung des Weges gleich bleibt.

/B%/ Annahme: Weg und Feld bleiben

P gleich auf dieser Strecke

‘7)&7/ 5\ W; = (As - H) = (8s(P) - H(P))

%

Die Arbeit W; bezeichnen wir als die Arbeit, welche wir aufwenden miissen, um uns auf dem
Weg yum ein Stiick As nach Vorne zu bewegen.

Diese Arbeit ist Abhdngig davon, wie Weg und Feld geometrisch stehen. Mochten wir uns
senkrecht zum Feld bewegen, so wirkt nichts dieser Bewegungsrichtung entgegen und die Arbeit
ist gleich 0.

Mochten wir uns hingegen parallel zum E-Feld bewegen, so miissen wir maximale Arbeit
verrichten, da das E-Feld uns maximal beeinflusst.

Den Winkel, welcher das Feld mit dem Weg einschliesst, ist gegeben als cos(¢Q) = &; - €y.
Somit gilt fiir die Arbeit, welche auf dem Weg As aufgewendet wird: W; = |H (P;)|- As-€é;-éy =
H(P) - AS(F;) )
Fiir den gesamten Weg gilt somit: W = ZWI' = ZEH =H(P)-AS(P;) = i— o

i i

Wees = [L H(P) - d5

Ist der Weg s als Funktion gegeben, mit s(79) = A und s(z,) = B, so gilt fiir den Punkt P:
P = 5(t) und den kleinen Richtungsvektor ds des Weges:

w=(10) | &0

15



X Beispiel 3 Wegintegral iiber ein Vektorfeld

x—+2y
Gegeben sei das Vektorfeld in den Kartesischen Koordinaten E (x,y,2) = 5z
X
0 5
Berechnen sie das Wegintegral, iiber eine Gerade vom Punkt [ O | zu | 2
0 1

Lésung
Zuerst miissen wir die Gerade vom Punkt (0,0,0) zu (5,2, 1) als Funktion parameterisieren.
Aus der Vektorrechnung folgt fiir die Geradengleichung:

0 5 X
vo)={ 0 J+[2])t=1{y
0 1 Z
Somit gelten fiir Anfang und Endpunkte unserer Kurve:
A=(0,0,0)" =y(0) =1 =0
B=(521)T=y(1) =t =1
Fiir dy folgt:
| %(5 ) 5
dy="7-dt = ?(24) dit=1| 2 |-dt
£(1-1) 1
Und fiir E((¢)) :
St X
P=y(it)=| 2t | =1y
1t Z
St+2-2t Ot
= E(P) = 5.1t = | 5t
S5t S5t
Somit folgt fiir das Integral:
/E-d?:/ se |- 2 -dt:/ 45t+101+5t-dt:/ 60t - dt = 30
i 0\ 5t 1 0 0 -

16



X Beispiel 4 Wegintegral in Kugelkoordinaten

5.1
Gegeben sei das Vektorfeld in Kugelkoordinaten E (r,0,0) = 0 =5-r2.8,
0
0
Berechnen sie das Wegintegral, iiber eine Gerade (in Kugelkoordinaten) vom Punkt | O | zu
0
5
0
0
Lésung

Intuitive Losung:
Da der Weg parallel zum Feld ist (¢, = €g) vereinfacht sich das Wegintegral zu einem Skalaren
Integral:

625

. 5
/E-d?:/ 5. 2dr=1.5.125= 02
Y 0 3 3

Mathematische Losung
Wir beschreiben die Kurve v in Kugelkoordinaten:

Y(t) =5-1-¢
Somit folgt fiir dy
dy=5-¢é,-dt
Und fiir das Integral:
/E-d?:/IE-S-Zr:/]5-(5t)2-5r-5-5rdt:/154-t2dt:l~5-125:62
Y 0 0 0 3 3

17



Gleichung Fluss eines Vektorfeldes

Die folgende Gleichung bezeichnen wir als Oberflichenintegral des Vektorfeldes E.
Der Wert des Integrales gibt uns eine Information dariiber, wieviel Feld durch eine gegebene
Hiillfache “fliesst”

@:@E-df‘{
A

Variablen
E = ein Vektorfeld
A = Fliche, welche geschlossen ist

A = Normalenvektor der Fliche

Das Integral selbst ist relativ schwer zu rechnen. Hiufig lédsst es sich jedoch vereinfachen: Steht
das Vektorfeld senkrecht zur Hiillfliche und ist es auf der gesamten Fliche konstant, so gilt
fiir das Integral:

(PE-dA =+a,5-|E|
A

Variablen
Acrs = Die Fliche auf der das Feld ungleich 0 ist

Ist das Feld zwar konstant auf der gesamten Fliche, fliesst jedoch nicht senkrecht hindurch, so
lasst sich das Integral auch zu einer Multiplikation vereinfachen:

ﬁﬁ-dﬁ = +A.fr - |E| - cos(9)
A

Variablen
¢ = Winkel zwischen Vektorfeld und Flichennormale

18



X Beispiel 5

Wir betrachten ein Rohr der Lange L und mit Radius R.

In der Mitte des Rohres im Ursprung des Koordinatensystems befindet sich eine Wasserquelle,
welche eine gewisse Menge Wasser generiert.

Die Flussdichte des Wassers, ist durch folgendes Vektorfeld gegeben:

1-8,-[£5] :(#+2%) <Ry>0

fwasser(x,y’z) =< -1 'Zy' [#] : (x2+Z2) < R’y <0
0-8-[-L5] :sonst

1. Zeichne das Vektorfeld in einem 3-Dimensionalen Koordinatensystem.

2. Berechne sie das Oberflachenintegral @A J-dA nach aussen, wobei A die Oberflache des
Rohres mit den beiden Kreisen am Ende bezeichne.

19



Lésung

2.

Intuitiver Weg

Da das Vektorfeld nur auf den Kreisflichen ungleich Null ist, miissen wir nur das
Oberflachenintegral iiber diese Kreisflichen berechnen.

Da das Vektorfeld auf den Kreisflichen senkrecht steht und konstant ist, vereinfacht sich
dieses Integral zu einer Multiplikation mit der Flédche:

{f,J-dA = Appp-|J| =2 (RR?) - 1 = 2nR>

Mathematischer Weg

@A f dA) = JIMantel 0- dA) + J]}{reise jdg

Wir bezeichnen nun mit K die erste Kreisflache des Zylinders bei y = —% und mit K, die
zweite Kreisfliche bei y = % Somit folgt fiir das Integral:

@Af'd‘:{ = J‘JHKI _1‘3'dg+ff1<2 leﬁy'dfT

Die Flichennormalen auf der ersten Kreisfliche zeigt nach (—ey), die der 2. Kreisfliche
nach (ey):
Ki: dA = (—@,)-dA, Ky: dA = &, -dA
= ffyJ-dA = .HK] —ley- (—ey)dA+ .HKZ le) - éydA
=1-[fx dA+1- [ dA=m-R*+7n-R*=2-7n-R*

20



2 Elektrostatik

Elektrisch geladene Teilchen, welche sich in der Nihe eines anderen, geladenen Teilchen befinden,
verspiiren eine Kraftwirkung, die abhiingig der eigenen Ladung ist.
Um diese Kraftwirkung zu beschreiben, wurde der Begriff des elektrischen Feldes eingefiihrt.

Definition Elektrisches Feld

Das elektrische Feld, beschreibt die Kraftwirkung auf geladene Teilchen im Raum.

Es ordnet jedem Punkt im Raum einen Vektor E zu, der in die Richtung der Kraftwirkung zeigt.
Fiir die Kraftwirkung auf ein Teilchen mit der Ladung Q und dem Ortsvektor 7 gilt:

F=Q E(7)

Einige wichtige Felder:

Beispiel E-Feld einer Punktladung
Das elektrische Feld einer Punktladung Q ist gegeben als:

S 1 Q0
E:_._._’
4me 12 ér

S

21



Beispiel E-Feld einer Platte
Das elektrische Feld einer Platte mit Ladung Q ist gegeben als:

B %Q-Zn ,Rechts
528, ,Links

i

A

\

A

|
v

F ¥

A J

A

\ 4

A
A

A

v

A
v

A
\ 4

A
v

A
v

Beispiel E-Feld eines Kondensators

Das elektrische Feld in einem Kondensator mit der Ladung Q oder Spannung U ist gegeben als:
E==.38, ==
A 4T g
—
)
— =
— =
— P
— >
>
>
—p-
UAB
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2.1 (Ladungs-)Dichte

In der Physik sind wir hiufig nicht nur daran interessiert, wieviele Ladungstriger sich in einem
Volumen befinden, sondern wir mochten gerne Informationen dariiber haben, wie sie geometrisch
angeordnet sind. (= Verteilen sich alle Ladungstriager auf der Oberfldche, sind alle im Mittelpunkt
zentriert etc).

Dazu werden Dichtefunktionen verwendet.

Definition Linienladungsdichte A(x)

Eine Linienladungsdichte gibt an, wie sich Ladungen entlang einer Linie anordnen.

Sind die Ladungstriger gleichmaéssig auf einer Linie verteilt, so ist die Dichte einfach eine
konstante mit Einheit %

Mochten wir die Gesamtladung auf Basis einer Dichte berechnen, so miissen wir die Dichte
integrieren:

B
OaB :/A K(x) -dx

X Beispiel 6 Linienladungsdichte

Eine Gesamtladung von Q = 10C verteilt sich gleichméssig auf einer Gerade der Léange [ = 2m.

e 1) Geben Sie die Linienladungsdichte A(x) im Bereich 0 < x < [ an.
e 2) Geben Sie die Gesamtladung im eingeschlossenem Bereich 0 < x < /3 an.

23



Lésung

e 1) Da sich die Ladungen gleichmadssig verteilen, ist die Ladungsdichte unabhéngig vom
Ort x

e 2) Die eingeschlossene Ladung berechnet sich grundsétzlich mittels Integration:

1/3 1/3 c C [ 10

Definition Flidchenladungsdichte 6(x,y)

Eine Flachenladungsdichte gibt an, wie sich Ladungen auf einer Flidche anordnen.

Sind die Ladungstriager gleichmaissig auf der Flache verteilt, so ist die Dichte einfach eine
konstante mit Einheit %

Mochten wir die Gesamtladung auf Basis einer Dichte berechnen, so miissen wir die Dichte
integrieren:

0s = [[oxy)-da
A

Ist die Dichte konstant folgt:

X Beispiel 7 Flichenladungsdichte

Eine Gesamtladung von Q verteilt sich gleichmissig auf der Oberfliche einer Kugel mit Radius
R.
Wie gross ist die Flichenladungsdiche ¢ auf der Kugeloberfliche?

Lésung

Da sich die Ladungen gleichmissig verteilen, gilt fiir die Ladungsdichte:

_ 9 0

A 4mR2

24



Definition Volumenladungsdichte p(x,y,z)

Eine Volumenladungsdichte gibt an, wie sich Ladungen in einem Volumen anordnen.

Sind die Ladungstriger gleichméssig im Volumen verteilt, so ist die Dichte einfach eine
konstante mit Einheit -5.

Mochten wir die Gesamtladung auf Basis einer Dichte berechnen, so miissen wir die Dichte
integrieren:

Qv = J]fp(x,y,z) -dV

Ist die Dichte konstant folgt:

Qv=p-V

X Beispiel 8 Volumenladungsdichte

Eine Hohlkugel mit Innenradius R; und Aussenradius R, sei im Bereich Ry < r < R,
gleichmdssig mit der Ladung Q gefiillt.

Gesucht ist die Volumenladungsdichte p(r,8,®) in Kugelkoordinaten, welche die Ladungsdichte
im gesamten Raum beschreibt.

Lésung

Da sich die Ladungen nur in einem gewissen Teil des Raumes befinden, miissen wir eine
Fallunterscheidung durchfiiren:

I. r <Ry
Hier befindet sich keine Ladung, somit ist auch die Volumenladungsdichte gleich 0

2. Ri<r<R,
Hier ist die Ladung gleichmissig auf dem Volumen V =4 - Jt(Rg — R?) verteilt, somit
betrigt die Volumenladungsdichte:

Q

p:g:—
V. 4.7n(R3-R})

3.Tr>R3
Hier befindet sich keine Ladung, somit ist auch die Volumenladungsdichte gleich 0

Somit gilt fiir die ortsabhéngige Volumenladungsdichte:

0 r< R
0
p(r,e,(p)z Tn(RR) Ri<r<mRr
0 r>Ry

25



2.2 Elektrische Flussdichte

Quelle des elektrischen Feldes sind geladene Teilchen. Jedoch héngt das elektrische Feld davon ab, in
was fiir einem Material wir uns befinden.

Das elektrische Feld in einem Metall ist zum Beispiel kleiner, als das elektrische Feld im Vakuum.
Grund dafiir ist die elektrische Influenz, welche das urspriingliche Feld abschwécht.

Um gewisse Rechnungen zu vereinfachen, definieren wir ein neues Feld.

Definition Die elektrische Flussdichte

Die elektrische Flussdichte D beschreibt das Feld, welches existieren wiirde, falls kein Material
vorhanden wire.

Quelle der elektrischen Flussdichte ist die elektrische Ladung Q.

Da die elektrische Flussdichte D ausschliesslich von den Ladungstriger abhéngt, gibt es eine Formel,
die die beiden Grossen in Verbindung bringt:

Gleichung Quellgleichung des elektrischen Flusses

Y =D -dA = [, pdV = O,y

Falls Feld senkrecht auf Fliache und konstant

Qe

Variabeln:

Y = Elektrischer Fluss [¥] =A-s

D = Elektrische Flussdichte [D] = #5

Q.ff = Von der Fliche eingeschlossene Ladung [Q] = A s
A,y = Fliche, durch die das D-Feld durchfliesst[A] = m?

As

D Beispiel 9 Berechnung des D-Feldes einer Kugel

Eine Kugel sei mit der Ladung 20C gefiillt. Die Kugel habe den Radius R = 2¢m und alle
Ladungstriger verteilen sich auf der Kugeloberfliche.
Berechne das D-Feld der Kugel.
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Lésung

Um das D-Feld der Kugel anzugeben, miissen wir zuerst ein passendes Koordinatensystem
wihlen.

Da wir mit einer Kugel rechnen, muss das Feld punktsymmetrisch sein und einzig der Abstand
zum Kugelmittelpunkt bestimmt, wie gross das D-Feld ist.

Aufgrund dieser Uberlegung, werden wir Kugelkoordinaten verwenden. (Hitten wir etwas, das
symmetrisch zur Z-Achse ist, so wiirden wir Zylinderkoord. verwenden etc.).

Um die Gleichung fiir den elektrischen Fluss anwenden zu konnen, miissen wir eine Hiillflache
finden, auf der das D-Feld konstant ist.

Da die Anordnung eine Kugel ist, verwenden wir als Hiillfliche eine Kugel mit Radius r.

Nun konnen wir die Quellgleichung verwenden:

@Aﬁ-dg = Qeff — D-4mr? = Ocrr

Der Betrag des D-Feldes entspricht also gerade der von der Hullflache eingeschlossenen Ladung
geteilt durch die Fléche.

Fiir den Fall, dass wir die Hiillfliche grosser als die Kugel wihlen, schliessen wir alle Ladungen
ein:

r>R

Qeff =20C
__ 20C
P T 42
D=D-é,

Falls unsere Hiillfliche im Inneren der Kugel ist, so schliessen wir keine Ladung ein:
r <R

Qe]: f=0C
D=0
Somit gilt fiir das D-Feld einer Kugel mit Ladungen auf der Oberfliche:

— O 7"<R
D(r) =1 2c
m' r r>R
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Da die elektrische Flussdichte nur von den Ladungstriagern abhéngig ist, ldsst sie sich realativ einfach
berechnen und bildet meist den Grundstein fiir das Berechnen von E-Feldern usw.

"Fliesst" eine elektrische Flussdichte durch ein Material mit Ladungstrigern, so wird diese abge-
schwicht, da sich im Inneren des Materiales ein elektrisches Feld entgegen dem von Aussen angeleg-
tem Feld ausbildet.

unpolarisiert

Gleichung Zusammenhang E-Feld und D-Feld

E=_.D

€0-Er ’

Variabeln:
D = Elektrische Flussdichte [D] = ;‘T;

E = Elektrisches Feld [E] = ¥
o = Dielektrizititskonstante [eg] = %
g, = rel. Permitivitit. Unterschiedlich im Material [e,] = ||
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Definition Verhalten von Feldgrossen bei Materialiibergiangen

Fliesst eine elektrische Flussdichte durch eine geladene Fliche, so verdndert sich die
Normalkomponente des D-Feldes.
Die Tangentialkomponente des Feldes bleibt jedoch konstant.

Dy =Dn +D;

S
T

Dzzm"'Dt

Dpzl = [Dns| +0

Dy =Dy +Dy,= Dy =Dy +(1+0)-Dy,

Definition Spannung

Wir definieren die Spannung zwischen zwei Punkten als das Wegintegral iiber das elektrische
Feld:

Upp = [y E-d5

[U] = Volt [V]

Bemerkung zur Spannung

e Da die Beziehung F = q- E gilt und die Arbeit als Wap = [ f F - d5 definiert ist, konnen wir die
Spannung zwischen zwei Punkten als Mass der benotigten Arbeit um ein Ladungstriger von
A nach B zu bringen betrachten.

e Die Spannung ist unabhingig des Weges. Usc = Uap + Upc
= Start- und Endwert sind ausreichend.

e Die Spannung iiber einen geschlossenen Weg entspricht 0V: Usp + Uy =0

e [st die Spannung auf dem gesamten Weg konstant und parallel zum Weg, vereinfacht sich das
Integral zu einer Multiplikation:

Usp = [PE -dS=ls5-E
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2.3 Vorgehen zur Feldberechnung

v Vorgehen Feldberechnungen fiir eine gegebene Anordnung

Zuerst: Besteht die Anordnung aus bekannten Teilobjekten (Kugeln mit verschiedenen Radien
etc?)

— Wende Superposition an: Berechne das Feld jeder einzelnen Teilanordnung mithilfe des
Vorgehens und summiere Resultate auf.

1. Versuche die Symmetrie der Anordnung herauszufinden und entscheide dich fiir ein
Koordinatensystem:
Punktsymmetrisch — Kugelkoordinaten
Achsensymmetrisch — Zylinderkoordinaten
Symmetrisch zu einer Ebene — karthesische koordinaten

2. a Falls Ladungsdichte oder Ladung gegeben:

2.1 Suche Hiillflache, auf der das Feld konstant ist
2.2 Verwende ﬁﬁdx =0=D= %
) Aetf
Je nach Hiillflache muss hier eine Fallunterscheidung gemacht werden, da ggf. sich
die eingeschlossene Ladung Q, sy dndern konnte
Falls das D-Feld senkrecht durch verschiedene Materialien fliesst, bleibt es iiberall
konstant.
2.3 Aus Skizze, finde heraus, in welche Richtung das D-Feld zeigt und ergéinze den
Richtungsvektor:

D=D-ép
2.4 Das resultierende E-Feld in en einzelnen Materialien mit €,; ist gegben als:
D
€0 &

E =

2. b Falls Spannung zwischen Punkten gegeben ist:
2.1 Suche eine Weg vom Punkt A zum Punkt B, auf dem das Feld konstant ist.

B
2.2 Verwende Uyp :/ E-ds
A

U,
AB
2.3 Aus Skizze, finde heraus, in welche Richtung das E-Feld zeigt und erginze den

Richtungsvektor:
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2.4 Kondensator

Bringen wir 2 Platten mit verschiedenen Ladungstriger nah zu einander, so bildet sich ein elektrisches
Feld zwischen den Platten.
Die Stirke des elektrischen Feldes ist abhingig der Plattenladung und der Flachen der Platten.

Definition Kondensator

Ein Kondensator ist ein Bauelement, das in der Lage ist elektrische Ladung und somit Energie
in Form von Feldlinien zu speichern.

Die charakteristische Kenngrosse des Kondensators ist die Kapazitit C.

Die im Feld eines Kondensators gespeicherte Energie entspricht W = %C - U?

Definition Kapazitit

Die elektrische Kapazitit C beschreibt die Fihigkeit eines Bauelementes, Ladung Q bei einer
gewissen Spannung U zu speichern.

Als Proportionalitidtsgrosse gibt sie an, wie gross die Spannung iiber einem Bauelement bei einer
Ladung Q ist.

c==
U

In Abhingigkeit der Felder, ldsst sich die Kapazitit folgendermassen beschreiben:

C_@Af)-dz
[,E-ds

Falls das Feld senkrecht auf der Hiillflache steht und der Integrationsweg parallel zum E-Feld
verlauft gilt:

_ DAgy
IPE.-ds

Gleichung Kapazitit eines Plattenkondensators

Bei einem Plattenkondensator mit Flache A und Abstand d, der mit einem Dielektrikum mit
konstante € gefiillt ist, gilt:

a

I

@
SW e

Variabeln:

A = Fliche einer Platte [A] = m?
d = Abstand der Platten [d] = m

g = € - &, Dielektrikum zw. den Platten [¢] = <~

-m

Begriindung Da das E-Feld eines Plattenkondensators konstant ist, gilt fiir die Kapazitit:
E-d

Mit dem Zusammenhang D = € - E und der Erkenntniss, dass das Feld nur auf der einen Seite der
Platte existiert folgt:

C
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_E-e Ay
= -

C

8A
d

Definition Serienschaltung von Kapazitiiten

Werden mehrere Kapazititen seriell miteinander verbunden, so addieren sich die Kehrwerte der
Kapazitit
1 “o1 C-G;
Cges l;’) Ci 5 C+G ( 1|| 2)
Begriindung

Die Definition der Kapazitit ist genau gegensitzlich zu der des Widerstandes (R o< % , Cox -%)
Werden Kondensatoren in Serie geschaltet, so vergroBert sich der effektive Abstand der Platten, wes-
halb wir die Kehrwerte addieren miissen.

Definition Parallelschaltung von Kapazitiiten

Werden mehrere Kapazititen parallel miteinander verbunden, so addieren sich die Kapazititen

n
Coes= ) Ci=C1+Co +...
i=0

Definition Ladungserhaltung in der Serienschaltung

Werden Kapazititen in Serie geschaltet, besitzen alle dieselbe Ladung Q.

Or=0=0

Begriindung

Damit sich auf dem ersten Kondensator die Ladung Q ansammeln kann, muss diese Ladung unterhalb
des Kondensators angesammelt werden. Angenommen, beide Kondensatoren waren zu Beginn ungela-

den, so muss die Ladung, welche sich auf der unteren Platte des ersten Kondensators befindet, dieselbe
Ladungsmenge auf der oberen Platte des unteren Kondensators hervorrufen.
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Definition Maschenregel bei Parallelschaltung

Die Maschenregel fiir Spannung gilt auch bei Kondensatoren

U1:U2:UundC1:%—>Q1:C1-U
y1i=v2=Y ) 21 =4Y1"'Y

2.5 Strom

Legen wir ein elektrisches Feld an einem Material mit beweglichen Ladungstrigern an, so beginnen
sich die Ladungstriger entlang dem angelegten Feld zu bewegen.

Je mehr freie Ladungstriager pro Volumen vorhanden sind (:= p), desto mehr Ladungstriager werden
sich zu bewegen beginnen.

Die Geschwindigkeit (:= v, Driftgeschwindigkeit), mit der sich die Ladungstriger bewegen, ist
abhingig von der Stérke des elektrischen Feldes und dem Material selbst. Wie gut sich ein Ladungs-
trager in einem Material bewegen kann, beschreiben wir mit der Beweglichkeit (:= u)

Definition Strom und Stromdichte

Der Strom I bezeichnet, wie viele Teilchen sich pro Zeit durch eine Fliche bewegen.
Die Stromdichte J sagt etwas dariiber aus, wie viel Strom pro Fléche fliesst (= Dichte)

do .o
I:=—2 :£IJ-dA

Variabeln:
I=Strom [[]=A=¢

Variabeln:

J = Stromdichte [J] = %

n = Teilchendichte [n] = #
g = Ladungen der Teilchen[gq] = C = As
v = Driftgeschwindigkeit [v] =
p = Raumladungsdichte [p] =

« = Elektrische Leitfihigkeit [] = A

T Vm

2o 13

Grundlage fiir den Strom sind bewegte Ladungstréger.

Im Falle eines Kupferkabel sind dies zum Beispiel Elektronen, die sich gegen das elektrische Feld
bewegen. Da Elektronen jedoch eine negative Ladung besitzen und der Strom als Ladung pro Zeit die
durch eine Flache hindurchfliesst definiert ist, zdhlen negative Ladungen, die entgegen dem Strom
fliessen, zum Strom hinzu.

Ji=n-q-vi=n-(—e)- (=)
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In anderen Baustoffen (wie zum Beispiel Halbleitern), bewegen sich positive Ladungstriger (=Locher)

mit dem Elektrischen Feld.
Diese fiihren zu einem positiven Strom in dessen Bewegungsrichtung.
Je nach Material, ist es auch moglich, dass beide Ladungstriger zum Stromfluss beitragen, sich jedoch

nicht gleich gut im Material bewegen konnen.
Aus diesem Grund, gibt es fiir positive wie negative Ladungen verschiedene Beweglichkeiten.

Definition Elektrische Leitfahigkeit

Die elektrische Leitfdahigkeit (k) beschreibt, wie gross die Stromdichte in einem Material, bei
einem gegebenen E-Feld wird.

=

Fmw-E=J 4 Jh = (n gty qgropiy) B

K

Dabei bezeichnen die Variabeln u, die Beweglichkeit der einzelnen Ladungstriger und sind ein
Mass dafiir, wie schnell sich die Teilchen bei einem gegebenem E-Feld bewegen werden.

2.6 Verhalten des J- und E-Feldes an Materiallibergangen

Triftt eine Stromdichte auf einen Materialiibergang, so dndert sich der Betrag der Tangentialkomponen-
te. Die Normalkomponente bleibt gleich.

Es gilt bei Materialiibergéngen:
Fiir das J-Feld:

tan(OCl) - Ji
tan(OCz) Jn
Jnl — Jn2

Fiir das E-Feld:

t E
Ey = En an(O(l) — =
tan(ap)  Ey
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3 Netzwerke

Definition Widerstand und Leitwert

Der Widerstand bestimmt, wieviel Strom flieBen kann, wenn eine bestimmte Spannung
angelegt wird.

R:=Y=pL  [R=Q,0mm

Als Leitwert bezeichnen wir die Inverse des Widerstandes. Er gibt an, wie gro} die Spannung
ist, wenn ein gewisser Strom flief3t.

_ 1 _ A
Y=g¢=57

o

Da das elektrische Feld wirbelfrei ist, erhalten wir unabhingig vom Weg den gleichen Wert fiir die
Spannung Uxp

Dies bedeutet jedoch auch, dass wir fiir einen geschlossenen Weg die Spannung OV erhalten miissen,
da fiir jede geschlossene Kurve 7y gilt:

o o, Yo _,
7{E'd§:/ E-d§+/ E-ds=Uy +U;p=0
Y Yo !

Mit dieser Erkenntnis konnen wir die Maschenregel definieren:

Definition Maschenregel

Die Summe aller Spannungen in einer Masche ergibt 0

k=1
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Maschenregel

Uy mUs QIJUAI L(=U)+Us+ () =0

I: Us+ (—Us) =0

Uy
Analog konnen wir mithilfe der Ladungserhaltung argumentieren, dass sdmtliche Ladungen, welche in

ein Gebiet hineinflieBen, auch wieder aus diesem hinausliefen miissen.

Definition Knotenregel

Die Summe aller Stréme die in einen Knoten hinein/hinausflieBen muss 0 ergeben.

on

0

1

Wichtig Die Knotenregel kann auch auf ein Gebiet von Knoten angewandt werden.

Knotengleichungen

Klill —12—13 =0
Kisih+14+1s—1g =0
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3.1 Grundlegende Netzwerkumformungen

Wir interessieren uns nun dafiir, wie sich Widerstinde verhalten, wenn wir sie seriell/parallel ver-
kniipfen.

Definition Serienschaltung

Werden mehrere Widerstinde seriell miteinander verbunden, so addieren sich die Widerstands-
werte
n
Rserie — ZRi = R1 +R2 + ...
i=0
Begriindung

Mehrere Widerstinde in Serie konnen als einen langen Widerstand mit konstanter Fldche angesehen
werden. Da die Langenabhingigkeit des Widerstandes im Zéhler steht, addieren sich die Werte.

I +1 [ l
Ry,=p- lA 2:p.Z1+p.Z2:R1+R2

Ry

|:> I:IR5=R1+R2

R,

Definition Parallelschaltung

Werden mehrere Widerstinde parallel miteinander verbunden, so addieren sich die Leitwerte

—1
] (R1-R2)
Rparallel = (Z E) = m

i=0

n

Yparallel - Z Y;
i=0

Begriindung
Mehrere Widerstdnde parallel konnen als einen Widerstand mit groerer Flidche und konstanter Linge
angesehen werden. Da die Flichenabhingigkeit des Widerstandes im Nenner steht, addieren sich die

Leitwerte,

Ar+Ay 1 A

A1
p I p Ll p

Az
»= '7=Y1+Y2

1 1\
Rz I —> RP:(R_+R_>
1 2
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3.2 Stern Dreieck Umformung

Sind Widerstidnde weder seriell noch parallel geschaltet, sondern sind in einem Stern oder Dreieck
angeordnet, konnen folgende Zusammenhinge verwendet werden, um eine Dreieckschaltung in eine
Sternschaltung und umgekehrt umzuwandeln.

C
R.
a R, Ro b
,Dreieck” ,otern”
— RARp+RpRc+R4Rc — RacRap
RAB B RAR +RRIC3 +RAR, RA RAC; RI%;+RBC
__ RARB+RpRc+RARC — aBRpc
RAC B RAR +RR§ +RAR RB RAC;R%+RBC
__ RARB+RBRc+RARC _ AcRpc
Rpc = Ra Re = Rac+Rap+Rpc
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Gleichung Spannungsteiler

Die Spannungsteilerregel gibt an, wie sich eine Spannung iiber verschiedene Widerstiande
aufteilt, wenn diese in Serie geschaltet sind.

U, = Upes - =X
R, — Uges ZRi

2 Widerstinde: Ug, = Usges - 722

"Ri+R;
Rl URl

Ug es

Begriindung

U
Gemiiss U = R - I und der Serienschaltung ist der Strom durch alle Widerstinde gegeben als I = =5~
i
Nun miissen wir nur noch den Strom mit dem gesuchten Widerstand multiplizieren um die Spannung
Uges
LR

zu erhalten: Ug, = Rx -1 = Rx

Gleichung Stromteiler

Die Stromteilerregel gibt uns an, wie sich die Strome in einem Knoten aufteilen, wenn die
Widerstinde parallel geschaltet sind.

Spezialfall 2 Widerstinde
Falls der Stromteiler nur mit zwei Widerstdnden angewendet wird, vereinfacht sich die Formel:

Ry
R.+R,

I =Iiy-

Der Widerstand, dessen Strom uns nicht interessiert, steht hierbei im Zahler!
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3.3 Grundregeln bei Netzwerkumformungen
Regel 1 Expandieren von Knoten

Knoten konnen aufgeteilt und mit Verbindungslinien verbunden werden

Regel 2 Verschieben von Elementen

Elemente konnen entlang von Verbindungslinien ohne Widerstinden verschoben werden

—L

=

Regel 3 Vertauschen von Elementen in Serie

Elemente, die in Serie geschaltet sind, konnen vertauscht werden

Regel 4 Vertauschen von parallel geschalteten Elementen

Elemente die parallel geschaltet sind, konnen vertauscht werden

o jushoe s

Regel 5 Knoten kontrahieren

(Analog zu 1) Knoten konnen zusammengezogen werden, sofern sie nicht durch einen Wider-
stand verbunden sind.

Ja

D =0 =0
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3.4 Vereinfachungen mithilfe Symmetrietiberlegungen

Besitzt ein Netzwerk verschiedene Punkte mit dem selben Potential, so konnen diese Punkte beliebig
verbunden werden. Da die Potentialdifferenz immer O sein wird, wird niemals Strom zwischen diesen
Punkten fliessen.

X Beispiel 10 Vereinfachung eines Netzwerkes mit Symmetrie

Fassen sie alle Widerstinde zu einem zusammen unter Verwendung der Symmetrieeigenschaften

ZBV(

Losung

Da das Widerstandsnetzwerk symmetrisch beziiglich R; ist, muss am Punkt 2 und am Punkt 4
das gleiche Potential existieren.

Dies bedeutet, dass iiber dem Widerstand R, niemals eine Spannug abfallen und somit auch nie
Strom fliessen wird.

Losung 1:

Wir verbinden die Punkte 2 und 4 mit einem Kurzschluss und erhalten

+
ZBV(

Rges = (RIHRI) + (R3HR3) = %(Rl +R3)

Losung 2:
Wir verbinden die Punkte 2 und 4 mit einem Leerlauf und erhalte

+
ZBV(

Rges = ((R1 +R3)||(R1 +R3)) = 3(Ri +R3)
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3.5 Vorgehen um Schaltbilder mit einer Quelle zu vereinfachen

1. Bringe Quelle auf die linke Seite

2. Forme mit Regel 1 - 5 das Netzwerk soweit um, bis nur noch Spannungs-/Stromteiler oder
einfache Maschen vorhanden sind.

3. Expandiere nun das Netzwerk Schritt fiir Schritt, bis die Spannung {iber dem gesuchten Wider-
stand berechnet werden kann.

> Beispiel 11
1) Berechnen Sie U, in Abhingigkeit des Quellstromes /

Lésung
1. Gemiss Regel 2 konnen wir Ry und die Stromquelle vertauschen.
Die Widerstinde R4, R5 und R, konnen zu Rg = R3 + R4 + R5 zusammengefasst werden.

Mithilfe der Stromteilerregel erhalten wir Iy =1 - (&W]g—jHRS) und somit Uy = I - (R;||R2||Rs)
Die Spannung Uj liegt also iiber dem Widerstand Ry an. Wenn wir diesen wieder in die
urspriinglichen 3 Widerstiande aufteilen, erhalten wir mithilfe der Spannungsteilerregel

I N ﬂyxé ‘%RJ H ius

Rl

— —_X
Ux - Us R4+Rs+R;

In manchen Fillen kann es schwierig sein, die Quelle auf die linke Seite zu bringen oder das Schaltbild

niitzlich umzuformen.
Um ein erstes Ersatzschaltbild zu erhalten, kann das “Flussverfahren" angewandt werden.
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Beispiel Flussverfahren

Beim Flussverfahren iiberlegt man sich samtliche Arten, wie der Strom von einem Ende der
Quelle zum anderen fliessen kann, und zeichnet somit ein Ersatzschaltbild.

Beispiel

2)

odO)

ot EM+

4)

3.6 Quellen

Definition Ideale Quelle

Eine ideale Strom-/Spannungsquelle liefert immer denselben Strom/dieselbe Spannung, un-
abhéngig von der Last, welche angehingt wird.

u; Ideale Spannungsquelle

Uy

11

Ry — o0 R; —0

U, Ideale Stromquelle

RL—> 0[

Ry
RL —)ool

T 1 I

Mit idealen Strom-/Spannungsquellen konnen wir theoretisch unendlich viel Spannung/Strom iiber
einem Lastwiderstand erzeugen.

(Beispiel ideale Spannungsquelle im Kurzschluss/ideale Stromquelle im Leerlauf)

Bei einer realen Quelle kann jedoch nur eine endliche Spannung/Strom auftreten, wesshalb wir Verluste
innerhalb der Quelle mit einem Innenwiderstand R; modellieren.
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Definition Reale Quelle

Eine reale Quelle bezeichnet eine ideale Quelle mit Vorwiderstand.
Bei einer Stromquelle ist der Widerstand parallel, bei einer Spannungsquelle ist der Wider-
stand in Serie.

Spannungsquelle

R L

O

Stromquelle L

JT}\'s
RE Ul\ RI

3.7 Superpositionsprinzip

Das Superpositionsprinzip besagt, dass wir bei einem Netzwerk mit mehreren Quellen einzelne
Teillosungen in Abhéngigkeit von nur einer Quelle berechnen und aufsummieren konnen.

Dies gilt jedoch nicht fiir die Leistung, da diese nicht linear ist!

Um das Superpositionsprinzip anzuwenden, miissen wir alle ausser einer Quelle auf "0" setzen.
Spannungsquellen werden also mit Kurzschliissen ersetzt und Stromquellen mit Leerldufen.

Wieso?
Eine Spannungsquelle zu "0" zu setzen bedeutet, dass iiber diesem Bauteil keine Spannung abfallen

darf. Uber einem Kurzschluss wird nie eine Spannung abfallen, da dieser als Widerstand mit Wert 0
modelliert werden kann.

Eine Stromquelle zu "0" zu setzen bedeutet, dass durch dieses Bauteil kein Strom fliessen darf. Dies
entspricht gerade einem Leerlauf, da dieser als Widerstand mit Wert — oo modelliert werden kann.
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KN Beispiel 12

Berechnen Sie die Spannung U, und die Leistung P, im folgenden Netzwerk, wenn alle
Widerstiande R = 100() betragen.

120mA
20V
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Lésung

Zuerst setzen wir die Spannungsquelle zu 0 und erhalten das folgende ESB

120mA E:> 120mA

Lo

Nun berechnen wir den Strom I, durch den Widerstand mithilfe eines Stromteilers:
I, = 60mA

Die Spannung U, ist entgegen der Stromrichtung eingezeichnet:

Uy, = =R I, = —100-60mA = —6V

Nun setzen wir die Stromquelle zu O:

\ %VK

Die Spannung Uy, berechnet sich als Spannungsteiler:
Uy, =20V - 1002 — 5v [, = 3¥5 = 50mA

Superposition:
Schlussendlich berechnet sich die Spannung als Summe der Teilspannungen:
Uy =Uy, +Uy, =5V -6V =—-1V
Und die Leistung:
U’
P, = = 10mwW
Welche nicht der Summe der Teilleistungen entspricht:
Py = Pi+ P, = Uy, - Iy, + Uy, - I, = 360mW + 250mW = 610mW
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3.8 Ersatzquelllen

Definition Thévenin / Norton Aquivalent

Jedes Netzwerk mit linearen Bauelementen und 2 Klemmen ldsst sich als reale Quelle darstel-
len.

Thévenin Aquivalent Darstellung als reale Spannungsquelle mit Leerlaufspannung, die an
den Klemmen auftritt

Norton Aquivalent Darstellung als reale Stromquelle mit Kurzschlussstrom, der an den Klem-
men auftritt

Der Innenwiderstand entspricht dem von aullen gemessenen Widerstand, wenn alle Quellen zu 0
gesetzt werden.

Thévenin Norton

20
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v Vorgehen Ersatzquelle fiir gegebenes Schaltbild mit offenen Klemmen finden

2.

2.

1. Betrachte die Schaltung. Sind mehr Stromquellen vorhanden, so ist es hdufig einfacher
den Kurzschlussstrom zu berechnen. Bei mehr Spannungsquellen die Leerlaufsspannung.
Wiederhole folgendes fiir alle Quellen i:

2. Setze alle Strom / Spannungsquellen ausser einer zu 0. (Stromquelle — Leerlauf,
Spannungsquelle — Kurzschluss)
3. Versuche die einzelne Quelle auf die linke Seite zu bekommen. (Siehe Skript
"Flussverfahren")
4.a) Kurzschlussstrom

1.

Schliesse die Klemmen kurz und bezeichne den Strom, welcher durch diese
Klemmen fliesst als I,E;).

Versuche mittels Stromteilern den gesuchten Strom zu berechnen. Falls eine
direkte Verbindung von Stromquelle iiber den Kurzschluss zur Quelle zuriickfiirt,
ist der Kurzschlussstrom gleich dem Strom der Quelle. (Bild)

Ist die Quelle keine Stromquelle, so kann evt. ein serieller Widerstand verwendet
werden, um die Quelle umzuformen.

4.b) Leerlaufspannung
1.

Zeichne einen Spannungspfeil zwischen den Klemmen und bezeichne die Span-
nung als U L(lL)

Versuche mittels Spannungsteiler die gesuchte Spannung zu berechnen. Falls
kein Strom von der Spannungsquelle fliessen kann (Leerlauf unterbricht die
komplette Schaltung), so ist die Leerlaufspannung gleich der Spannung der
Spannungsquelle. (Bild)

Ist die Quelle keine Spannungsquelle, so kann evt. ein paralleler Widerstand
verwendet werden, um die Quelle umzuformen.

5. Innenwiderstand

1. Setze alle Quellen auf 0. Versuche nun die Widerstidnde solange umzuformen, bis
nur noch ein Ersatzwiderstand vorhanden ist. (Ggf. "Flussverfahren" mit offener
Klemme anwenden)
2. Bezeichne den Wert des Widerstandes als R;
6.a) Thévenin Aquivalent Spannungsquelle mit seriellem Innenwiderstand.
Werte: R = R;, Uy = ¥; UL('L) = ():l-llg)) ‘Ri
6.b) Norton Aquivalent Stromquelle mit parallelem Innenwiderstand.

. )
Werte: R =R;, [, = Ziléﬁ)) = lele]iLL

Kurzschluss,

/ Le=1 Leerlauf:
s q U, Uy, = Uy

Bild zu 4.a) Bild zu 4.b)
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X Beispiel 13  Thévenin Aquivalente Schaltung

Geben Sie eine Thévenin Aquivalente Schaltung (Innenwiderstand R;, Ury) fiir folgende
Klemmen an. Alle Widerstidnde haben Wert 1000)

120mA

Lésung

Zuerst berechnen wir die Leerlaufspannung fiir die Stromquelle:

Urr, = 120mA - 200Q) = 24V

Danach die Leerlaufspannung fiir die Spannungsquelle:

Upr, =20V

Die Gesamtspannung und somit die Spannung der Ersatzspannungsquelle betréigt:
Urp = UL, + UL, =44V

Nun miissen wir noch den Innenwiderstand berechnen. Dazu setzen wir alle Quellen zu 0 und
berechnen den von aussen gemessenen Widerstand:

]

<3

R; = 100€) + 100€2 + 10002 = 300€)
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3.9 Leistungsanpassung

Definition Leistung

Als Leistung bezeichnen wir das Produkt von Strom und Spannung.
Sie bezeichnet die in einer Zeitspanne umgesetzte Energie an einem Bauteil.

Definition Maximale Leistung

Um bei einer realen Quelle maximale Leistung an einen Lastwiderstand abzugeben, muss der
Lastwiderstand gleich gross sein wie der Innenwiderstand der Quelle.

[ Ri =Ry = P = Py

|

Begriindung
Die Leistung an einem Lastwiderstand in Serie ist gegeben als:
UL2 (UO RLR—il—‘R‘ )2 2 RL
Pb=U L= =—FT—"=U 575+
. Ry Ry (RL+R;)
R —R;
—(P)=-U} - ———<=0=R,=Ri=P. =P,
dRL( L) 0 (R+RL)3 L i L max

v Vorgehen Leistung iiber einer Last maximieren

Falls moglich

1. Entferne Komponenten iiber denen die Leistung maximiert werden soll und ersetze sie

mit offenen Klemmen (Fasse die entfernten Komponenten als einen Lastwiderstand
zusammen).

2. Berechne von den Klemmen den Innenwiderstand.

3. Innenwiderstand R; — R;, = R;

4. Falls maximale Leistung gefragt: Berechne Leerlaufspannung oder den Kurzschlussstrom.
U2

Ppax = LL
4-R;
Sonst
1. Finde einen Ausdruck fiir Uy, und Iy,
2. Berechne P = Uy - I,

3. Leite P nach dem verianderlichem Widerstand ab und setze zu 0 um ein Maximum zu
finden

50



KN Beispiel 14 Leistungsanpassung

Berechnen sie fiir folgendes ESB den Wert fiir Ry bei dem R; maximale Leistung aufnimmt.

B0OE0 [
i
ud 5h b

Losung

Um die Leistung iiber R; zu maximieren, entfernen wir den Widerstand und berechnen den
Innenwiderstand beziiglich den Klemmen.
Fiir die Berechnung des Innenwiderstandes, werden alle Spannungsquellen kurzgeschlossen.

Ry Ry
4Q 2Q
490
Ry
R
4Q

Nun miissen nur noch alle Widerstinde zu einem zusammengefiigt werden:

Ri = (Ri|[R2+ (R3|[R4)) = 2O
R, =R; =20
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3.10 Analyse umfangreicher Netzwerke

Mochten wir in Netzwerken sehr viele Grossen berechnen, oder ist das Netzwerk sehr komplex, so
konnen andere (meist Computer basierende) Verfahren verwendet.

Samtliche Verfahren bauen darauf auf, dass fiir ein beliebiges Netzwerk das Aufstellen sdmtlicher
Knoten und Maschengleichungen geniigt, um alle gesuchten Grossen zu berechnen.

Unabhéngige Gleichungen

Seien z die Anzahl Zweige eines Netzwerkes (Verbindungen 2-er Knoten) und k die Anzahl
Knoten, so miissen z linear unabhingige Gleichungen gefunden werden, um alle Gréssen im
Netzwerk zu berechnen.

Die Gleichungen konnen folgendermassen gefunden werden:

(k-1) Gleichungen konnen aus Knotengleichungen gefunden werden.
(z - (k-1)) tibrige Gleichungen werden mithilfe von Maschengleichungen gefunden.

v Vorgehen Analyse von Umfangreichen Netzwerke

e Entferne alle Widerstinde und Quellen und zeichne das Schaltbild neu.
e Nummeriere alle Konten. Die Anzahl der Knoten wird mit k bezeichnet.
e Alle Verbindungslinien, welche zwei Knoten verbinden, werden als Zweige bezeichnet.
#Zweige =z
e Definiere Strome fiir jeden Zweig und stelle (k-1) Knotengleichungen auf. Schreibe diese
am besten bereits in Matrix schreibweise:
Bsp: I1 + I, = 1,13 — 14 = 2A:
I
11 -1 0 L | O
oo AR =]
I
e Finde z - (k-1) unabhingige Maschengleichungen. (Mittels vollstdndiger Baum / Auftren-
nen der Maschen)
e Ersetze die Spannungen der Maschengleichung mit Strom mal Widerstand und ergénze
das Gleichungssystem.
Bsp: U1 +U, =5V, U, — U3 =Uy
—Ri-h+Ry-L=5V,Ry-hb—R3-Is—R4-14, =0

1 1 -1 0 I 0
o0 0 1 -1 L| |24
R R, 0 0 5|~ |sv
0 R, -R3 Ry || Lu 0
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4 Magnetostatik

4.1 Das Magnetische Feld und die Lorentzkraft

Analog zum elektrischen Feld definieren wir ein magnetisches Feld, dessen Feldlinien Krifte auf eine
bewegte Ladung auswirken.

Ausloser fiir das magnetische Feld sind bewegte Ladungen welche gemaiss der rechten Hand Regel
ein Magnetfeld hervorrufen, das diese einschliesst.

*—> *—»
- —
-~ ~—>

Definition Magnetische Flussdichte B

Bewegte Ladungstriager welche sich in der Nihe anderer bewegter Ladungstriger befinden,
verspiiren eine Kraftwirkung welche senkrecht zur Bewegungsrichtung zeigt.

Analog zum elektrischen Feld definieren wir ein magnetisches Feld (= magnetische Flussdichte)
welche diese Kraftwirkung beschreibt.

Die magnetische Flussdichte, weisst jedem Punkt im Raum einen Vektor zu. Die resultierende
Kraft auf ein Ladungstriger, welcher sich mit Geschwindigkeit V bewegt, berechnet sich aus
dem Kreuzprodukt von Geschwindigkeit und Ladung (— Lorentzkraft)

Definition Rechte Hand Regel

Die magnetische Flussdichte B um einen stromdurchflossenen Leiter baut sich stets gegen den
Uhrzeigersinn auf und ist immer geschlossen.
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Gleichung Lorentzkraft

Bewegte Ladungen in einem Magnetfeld verspiiren eine Kraft, welche proportional zur Stéirke
des B-Feldes und der Geschwindigkeit ist.
Die Kraft steht senkrecht zu den Feld- und Geschwindigkeitsvektoren.

Variabeln:

F,, = Magnetische Kraft [Fy/] = N

V = Geschwindigkeit der Teilchen [v] = %

B = Magnetische Flussdichte [B] = T (Tesla)
[ = Linge des Leiters im Magnetfeld [I] = m

Die Summe mit der Coulomb Kraft bezeichnet die Lorentzkraft

In dlteren Physikbiichern wird hdufig nur die magnetische Kraftwirkung als Lorentzkraft be-
zeichnet.
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Definition H-Feld

Legen wir ein magnetisches Feld an eine Materie an, so richten sich die eingeschlossenen Teile
entgegen dem angelegten Feld aus und "schwichen" dieses.

Das "abgeschwichte" Feld bezeichnen wir als magnetische Feldstirke (H-Feld) und entspricht
dem Feld, welches real auf Ladungen wirkt.

Der "Abschwichungsfaktor" u = ug - u, wird als Permeabilitit bezeichnet.

. B
H==
H
&
unpolarisiert \\_.Qo
&
CACLIERVISREEA &
OO @ &
L NS
g L
Y (¥ '
®©®®®®@1ﬁ_1
©®OO e
Grafik nur sinngemdss zu verstehen!

Gleichung Durchflutungssatz

Der Durchflutungssatz sagt etwas dariiber aus, wie das magnetische Feld entsteht.

Es bringt die Magnetische Feldstirke H (Feld) und den Strom I (Quelle) in Verbindung. Die
Aussage des Durchflutungssatz ist, dass das Wegintegral des H-Feldes iiber eine beliebige
geschlossene Kurve gerade dem Wert des durch diese Flache flieBenden Stromes entspricht.
Diesen Wert definieren wir als Durchflutung ©

@:iﬁd&igfﬁzqﬁ

Dabei ist es wichtig, das nur der effektiv durch eine Fliche hindurchfliessende Strom die
Magnetische Durchflutung auslost. Fliesst in einer Fldche gleich viel Strom hinein wie hinaus,
ist die Durchflutung gleich 0.

Gleichung Vereinfachter Durchflutungssatz
Fiir den Fall, dass der Strom N mal durch eine Fldche hindurchfliesst und das H-Feld auf dem
gesamten Weg konstant und parallel zum Weg ist, gilt folgende Vereinfachung:
N-I

I

@=H-l,=N-I->H=




X Beispiel 15

Berechnen Sie die Durchflutung ® und das H-Feld H um einen unendlich langen, mit Strom I
durchflossenen Leiter. Der Radius des Leiters sei p.

Lésung

Wir wihlen als geschlossenen Weg einen Kreis mit Radius R um unseren Leiter.
Da wir von einem perfekten Leiter ausgehen, treffen wir die Annahme, dass das Magnetfeld
achsensymmetrisch und somit konstant entlang des Kreises ist.

Wir erhalten: fiir R > p:
@=¢ H-dS=I

- 2R
1

—>|H|-2nR:1—>F1(R):M—R-e7,,

Fier<p

21
H-dS = / / do-dr = R?=—~
: 2R TCp2 o (p "= p pz

I-R?
p?

— |H|-27R = — H(R) = —~R.e7p

2mp2

Skizze

Srom [
V. Ebene

-V
—— -

i stromdurch-
]

flossener
Leiter

X Beispiel 16 Magnetfeld einer Spule

Gegeben sei eine Spule mit N Wicklungen und der ldnge 1. Berechnen Sie die magnetische
Feldstiarke H in Abhéngigkeit des Stromes I, Lange 1 und Wicklungen N.

N Wicklungen

Strom | Lange |
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Es gilt fiir die Durchflutung beziiglich des roten Weges:

N Wicklungen Weg

Strom |

— — — b—;
@Spule:fH.dfzﬂj.dA=N-1:/ g.ds
s ™ 0

Da die Anordnung symmetrisch zur X-Achse ist, wird das H-Feld auf dem gesamten Weg
konstant sein und in X-Richtung zeigen,

®Spule =N-1=H "I
Und somit gilt fiir das H-Feld mit Richtungsvektor:

N-I N-I
H=

L 1
. 0 Aussherhalb der Spule
H(F)=<{ N-I
ls

—

¢, Innerhalb der Spule

Aus der letzten Aufgabe folgt, dass das magnetische Feld einer Spule im Inneren Nédherungsweise
konstant ist. Ausserhalb der Windungen ist die Spule feldfrei.

Diese Eigenschaften entsprechen gerade denen eines Stabmagneten

4.1.1 Verhalten von B und H Feld an Randflachen
B-Feld

Fliesst ein B-Feld durch einen Materialiibergang, so verdndert sich die Tangentialkomponente. Die
Normalkomponente bleibt gleich.

M I8on Ha

D N
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Bnl - Bn2

t
B = Btl‘lﬁ = an(ocz)
M1 tan(ocl)

H-Feld

Fliesst ein H-Feld durch einen Materialiibergang, so veridndert sich die Normalkomponente. Die
Tangentialkomponente bleibt gleich.

Hy Hnq Ha

|

T
=
¢ ————

M1 tan(OCl)
H->=H, 1— =
n2 nl‘uz tan(ocz)
H;y = Hp

4.1.2 Das Reluktanzmodell

Definition Magnetische Spannung

Als magnetische Spannung bezeichnen wir das Wegintegral iiber die magnetische Feldstirke H.

B—)
VMAB ::/A H-ds

Die magnetische Spannung ist einzig eine Hilfsgrosse, um Werte zu berechnen.
Analog zum elektrischen Feld, ldsst sich auch hier eine Maschengleichung definieren:

% H.-ds= ®Masche
Masche

Falls wir nun die Durchflutung © als Quelle einfiigen, gilt fiir ein magnetisches Netzwerk:

% FI -ds+ ®Quellen =0
Masche
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Definition Magnetischer Fluss

Als magnetischen Fluss ® bezeichnen wir die "Menge B-Feld", welche durch eine gegebene
Fliche fliesst.

P = jﬁ'd ~+B-A, [®] =T m*
A

Definition Magnetischer Widerstand
Als magnetischer Widerstand R,,, bezeichnen wir das Verhiltnis zwischen magnetischer Span-
nung und magnetischem Fluss

Er sagt etwas dariiber aus, wie gross der magnetische Fluss bei einer gegebenen magnetischen
Spannung ist.

Begrindung

Wir gehen davon aus, dass die magnetische Spannung {iber einem Leiter mit Linge | anliegt, dessen
Querschnittflache A ist.

Vu JoH-d5 _ I-H !

® " [[BdX wAH pA
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magnetische Grossen im Vergleich zu eletrischen

Elektrisch Einheit Magnetisch Einheit

Leitfahigkeit K [ ] u(= po - 1y £y
Widerstand R= é () R, = MLA [%]

Leitwert G= 1% [S] A= é (H]

B B,
Spannung Usp = E-ds V] Oup = / H-ds [A]
A
Strom/Fluss | 1= [[j-dA=x[[E-dA| (A | [[,B-dA=uf[,H -dA| (Wb]
A A
Ohmsches Gesetz U=R-I ®=R, o

Maschenregel

Knotenregel

Up = ZMasche Un

ZKn()ten I, = 0

Definition Reluktanzmodell

Vorgehen

L
wA

60

®(: NI) = ZMasche Vm

ZKn()ten ch =0

e Spulen werden mit Spannungsquellen ersetzt V,, = N -1
e Magnetkerne/Luftspilte etc. werden mithilfe der Lange und Querschnittsfliche als Wi-
derstinde modelliert. R,,, =
e Fiir magnetische Widerstinde gelten die gleichen Regeln wie bei elektrischen (Seriell-
schaltung / Paralellschaltung).

Das Reluktanzmodel besagt, dass man eine magnetische Anordnung, als elektrisches Schaltbild
beschreiben und berechnen kann.



KN Beispiel 17

Aufgabe Hubmagnet

Der mittlere Schenkel (2) eines E-Kernes aus Dynamoblech triagt eine Wicklung mit N
Windungen. Uber die drei Luftspalten mit gleicher Linge & wird ein Anker aus Grauguss mit
der Kraft FA angezogen E-Kern und Anker besitzen die gleiche Dicke d.

Dynamoblech

} 5
e € oo L0t
B C D +
Grauguss
Gegeben sind folgende Parameter:
Windungszahl der Wicklung: N = 1000
Magnetische Feldkonstante: Mo = 47107 Vs/Am
Relative Permeabilitat Dynamoblech: Mo = 2000
Relative Permeabilitat Gusseisen: M = 250
Luftspaltlénge: 6 = 0.1mm
Anzugskraft Anker: F. = 150N
Breite E-Kern und Anker: a = 20mm
Abstand der Schenkel: b = 80mm
Dicke E-Kern und Anker: d = 50mm

Berechnen sie die magnetische Spannung auf dem Weg ACD.
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Lésung

Zuerst zeichnen wir ein Reluktanzmodell des Magneten.
Wobei Ry, die Luftspilte, Rp; die Beine des Magneten und Rg; sowie Rpc und Rcp das Gussein-
senstiick modellieren.

A
| Ow |
A 7 Rp1 Rp2 Rps
ffffffffffffffffffffffff #-mmmmmmoooooooooooo a
O — ® C)T E@l D, I§3
i ’é § % i . = Ri1 Rz Riz
i 7 ‘ { Il L L
“‘;’ ° z ° a;* l Ra1 Rez Re3
— — H (= [ =]
B Re ¢ Rap P

Fiir die Spannungsquelle erhalten wir:

Vo=N-I;,=1000-211.3mA = 211.3A

Fiir die Widerstinde:

Rp1 = Rp3 = % =79.6-10°H"!

Rpo = zﬁzﬁjﬁ —17.9-103H"!
Rii=Rp3 = 07 =79.6-10°H !
Ry = 5.0 =39.8-10°H !

Ro1 =Rgs = oy =318 10°H !

Ry = gta = 159-103H"
Rsc = Rep = % —350.1-103H !

Weiter konnen wir die einzelnen Widerstiande seriell zusammenfassen:

Ry =Rpi +Rp1+Rg =191-103H!

Ry =Rpyr+Ri2+Rg =73.7-13H!

R3; =Rp3+R;3+ Rgz =191 - 103H!
Rg = Rpc = Rep = 350.1-103H !

Die Spannung Uy lésst sich als Spannungsteiler berechnen:

((Ri+Re)[|(Rs +RE))

((R14-RE)H(R34—RE))4-R2::166A

Usc =Up-

Und somit die Spannung Uy p:

R
! 58.6

Uap = 166A - =
£ R]+RE —

=
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4.2 Spule und Induktivitat

Definition Induktivitét

Die Induktivitit L beschreibt, wieviel magnetischer Fluss @ sich bei einem Strom I im Inneren
eines Bauteiles aufbaut.

N-®
L= ——=

N2
I Rn

Der Faktor N im Nenner kommt daher, dass der Fluss bei einer Spule durch N Windungen
hindurchfliesst. Somit ist die effektive Fliche des Flusses N mal grosser, wesshalb er N mal
gezihlt wird.

Die in einer Induktivitit gespeicherte Energie berechnet sich zu

1 2
W=_L1I
2

X Beispiel 18  Berechnen einer Induktivit:it

Auf einem Ringkern mit der Querschnittsflache A und der Permeabilitit g, — oo ist eine Wick-
lungen mit N; Windungen angebracht. Der Ringkern besitzt einen Luftspalt mit der sehr kleinen
Breite /,. Das magnetische Feld kann im Luftspalt als homogen angenommen werden.

1) Berechnen sie die magnetische Flussdichte im Luftspalt.

2) Berechnen sie den magnetischen Fluss ¢4 im Kern.

3) Berechnen sie die Induktivitit L

_Querschnittsflache 4
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Lésung
e 1) Es gilt fiir die Durchflutung beziiglich dem Kreisring:

@Zfsﬁ-d§:N1-i1(t)

Da die Permeabilitit des Magneten gegen unendlich strebt und das B-Feld bei senkrechten
Materialiibergingen konstant ist gilt:

. B B B
?{ Ads = / as+ [ Zas= [ Zas
s M HO - Uy L Ho L Ho
=0

Da des B-feld parallel zum Weg ist und iiber dem ganzen Weg konstant ist gilt:

Ni ll(t): Hds = — lg
s Ho
= N -1 t
~B=" i )‘UO(—ZX)
g
e 2) Fiir den magnetischen Fluss gilt:
N1 i1 (t)Ho

¢A:£j§-dA:B-A: L A

e 3) Da die Spule N; Wicklungen aufweist, muss der Fluss ¢4 genau N; mal gezihlt werden.
Es gilt fiir die Induktivitit:

'N1-i1(t)#0'A' 1 :le'.uo_A

L:=0=N
¢ : lg i1(t) ly

Definition Serien und Parallelschaltung

Induktivitdten verhalten sich analog zu Widersténden:
Serienschaltung

Lyerie = Z?:O L;

Parallelschaltung

1 J—

Lpar — (L HL )
par i=0 i
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Definition Gegeninduktivitit
Die Gegeninduktivitidt beschreibt, wie viel magnetischer Fluss durch eine andere Leiterschleife
durchfliesst, abhidngig des Stromes in der ersten Schleife.

21
Ly =N2-¢.—

I

X Beispiel 19 Berechnen einer Gegeninduktivitiit

Beim Ringkern aus dem vorherigen Beispiel wird nun eine 2. Spule mit N, Wicklungen hinzu-
gefiigt. Berechnen sie die Gegeninduktivitit L, beziiglich der Spule mit den N, Windungen.
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Lésung

Die Gegeninduktivitit beschreibt, wieviel magnetischer Fluss durch die 2. Spule fliesst abhéngig
des Stromes der ersten Spule:

Dy
Ly := ——
i

Da der Fluss im Magneten selbst gerade ®,4 betrigt und dieser durch N, Leiterschleifen fliesst,
gilt:
Qo1 _ Pa-N2 _ Ni-No-po

Ly = —
A 1 lg

A
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5 Zeitlich veranderliches Magnetfeld

5.1 Induktion

Bis jetzt haben wir elektrische und magnetische Grossen angeschaut, die sich zeitlich nicht dndern.
Sind beide Grossen konstant, so beeinflussen sie sich nicht.

Sobald sich jedoch der magnetische Fluss ¢ zeitlich dndert, besteht einen Zusammenhang zwischen
Magnetfeld und elektrischem Feld.

Wie magnetischer Fluss und elektrisches Feld zusammenhingen beschreibt das Induktionsgesetz

Gleichung Induktionsgesetz

Variablen
B = Magnetische Flussdichte [B] =T

Ay = Vom Weg S aufgespannte Fliche. [A;] = m?

Falls B Feld konstant auf Fliache und senkrecht:

- d
?{E-ds = _E(Beff -As)
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Bewegen wir einen Leiter mit Ladungstrager in einem Magnetfeld, so wirkt eine magnetische Kraft
auf die Ladungstrdger im Leiter.

Die Ladungstriger werden sich desshalb in Richtung der Kraftwirkung bewegen.

Aufgrund dieser Bewegung, werden Ladungstriger getrennnt. Diese Trennung der Ladungstriger
16sst ein elektrisches Feld aus, welches wir als Spannung messen konnen.

©® OF©E© © ®© O}e. o
U=0] ® OPF© ©® |uv<o @® @EEED’U@
©® OF© © © Ol ©

(1) (2)
© © oo ® oo o
Usol @® @vé;(a U=o0l ® ®OFe ®
© ® o) © 9e @

(3) *)

Induzierte Spannung

(1) (2) (3) (4)

[ t

Die Lenzsche Regel gibt uns Informationen dariiber, in welche Richtung sich Ladungstriger bei der
Induktion bewegen werden.

Definition Lenzsche Regel

"Der induzierte Strom ist stets so gerichtet, dass er der Ursache seiner Entstehung
entgegenwirkt. "
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Beispiel Lemzsche Regel

Gegeben sei folgende Leiterschleife, welche sich nach Rechts in ein Magnetfeld bewegt.
Ziel dieser Aufgabe ist es, herauszufinden, in welche Richtung Spannung und Strom zeigen
werden.

— OO,
OO,
] OO,

© 00
OO0
© 00

Bewegen wir unsere Leiterschleife nach Rechts weiter in unser Feld hinein, so schliessen wir
Magnetfeld welche in unsere Richtung zeigt ein.

Das System selbst, mochte jedoch im Gleichgewicht bleiben, weswhalb es versucht ein Magnet-
feld aufzubauen, welches der Anderung entgegenwirkt. (Siehe rotes Magnetfeld)

Um dieses Magnetfeld aufzubauen, ist ein Strom, der im Uhrzeigersinn fliesst, nétig.

Dieser Strom bringt positive Ladungstriager auf die untere Seite, weshalb eine Spannung in
Richtung des eingezeichneten Pfeiles entsteht.

® 0 o
— ®®®®® © O
I © 060 60 O

©®@®@®®®®
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Gleichung Bewegungsinduktion

Bewegen wir einen Leiter mit einer Geschwindigkeit in ein Magnetfeld , so wird ein elektrisches
Feld induziert.

-

dE; =V x B-dl

Variabeln:

dE; = Induzierstes E-Feld auf dem kleinen Wegstiick dl
v =Geschwindigkeit des Leiterstiickes d!

B =B-Feld

Um die induizierte Spannung zu berechnen, muss dE; iiber die wirksame Leiterlinge im
Magnetfeld / integriert werden:

Ui:/ldEi:/lﬁxB'-df\:;B-V-leff
BLV

X Beispiel 20 Bewegungsinduktion

Wie gross ist die im Leiter induzierte Spannung u in Abhéngigkeit der Zeit t, wenn der Leiter im
Zeitpunkt t=0 entsprechend dem Bild in das Magnetfeld eintaucht?
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Lésung
Losung 1 Bewegungsinduktion
Mithilfe des Umlaufintegrales j{ Eds erhalten wir folgenden Zusammenhang fiir das induzierte

E-Feld und die gemessene Spansnung:

u:/Fj,--dT: /wé-di
) )

Da Geschwindigkeit und B-Feld immer senkrecht stehen, vereinfacht sich das Kreuzprodukt zu
einer Multiplikation.
Da Leiterldnge und E-Feld parallel sind, vereinfacht sich das Integral zu einer Multiplikation

u=B-V-lys

Wobei [, die effektive Leiterlinge = die Leiterlinge im Magnetfeld beschreibt.
Diese Leiterlidnge ist zeitlich abhidngig. Aus dem Strahlensatz folgt

leff(l‘) —
V-t
— Loy (1) =

Somit gilt fiir die induzierte Spannung

-Vt

~asIR

g:B-V-leff(t):B-v-%-vt:B-VZ%t

Losung 2 Induktionsgesetz
Wir verwenden das Induktionsgesetz

o, d
E-ds=——(0(t
7€ ° dt (q)( ))
Da Feld und Flidche senkrecht stehen gilt fiir den Fluss ¢

0() = Aesy(1)-B(1)

Die Fliche welche vom Leiter umschlossen und vom Magnetfeld durchflossen wird berechnet
sich zu

Aeyy(t) = 3 (v 5 -vt) = g
Somit gilt fiir den Fluss
0(1) =B-Aepp(1) = B- 30’17

Und fiir das rechtshindige Umlaufintegral (Daumen zeigt in Richtung Fluss, Finger Richtung
des geschlossenen Weges)

—u=—4(¢(t)) = —Bv’t4

— Bzat
u—=— bv —
____h
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Gemiss dem Induktionsgesetz, 16st ein sich zeitlich dndernder Fluss eine Spannung aus.

Fliesst nun ein Strom durch eine Leiterschleife, so wird sich als Reaktion auf den Stromfluss ein
magnetisches Feld innerhalb dieser Leiterschleife aufbauen.

Veriandert sich also der Strom, welcher die Schleife durchfliesst zeitlich, so dndert sich auch das
magnetische Feld zeitlich, was zu einer Spannung an den Klemmen der Leiterschleife fiihrt.

Gleichung Selbstinduktion

Variabeln

L = Selbstinduktivitéit der Schleife [L] = H
i(t) = Strom durch die Leiterschleife[i(r)] = A
u(r) = Spannung an der Leiterschleife [u(t)] =

Vv

X Beispiel 21  Selbstinduktion

Durch eine Spule mit Selbstinduktivitit L = 1H fliesst der Strom i(z) (Siehe Bild).
Zeichnen Sie graphisch die induzierte Spannung u(t)
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Lésung

Wir teilen den Strom in 3 Teilbereiche auf:

1.1 <2
i) =t—u(t)=L-%Lr=1v
2.4>1>2
ir(t) =2A > up(t) =L- 424 = OV
3.t>4

i3(t) ==2-(t—4)+2A > u3(t) =L - L(—=2-(t—4) +24) = -2V
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5.2 Charakteristische Gleichungen von Kapazitat und Induktivitat

Gleichung Induktivitit

Der Zusammenhang zwischen Strom und Spannung an der Induktivitit ist wie folgt gegeben

w(t) = L 9 (i(0)
(1) = i(0) + - [ @

Gleichung Kondensator

Der Zusammenhang zwischen Strom und Spannung am Kondensator ist wie folgt gegeben

t

1) = ue(0) + & o

Begriindung

d
Mit dem Wissen, dass Strom definiert ist als die Ladung pro Zeit d—? = i folgt:
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6 Ubertrager

Dieses Kapitel wurde aus dem PVK Skript von Gian Marti iibernommen

6.1 Gegeninduktion

Zwei Leiterschleifen werden von zeitlich abhéngigen Stromen i (¢),i>(¢) durchflossen (angeregt durch
die Spannungen u (¢),uz(t)). Dabei erzeugen sie Fliisse @11, Py, in ihren jeweiligen Schleifen, aber
auch Fliisse durch die jeweils gegeniiberliegende Schleife, ®7,P,;. Nun kann man die Selbst- und
Gegeninduktivititen L1, Ly, L12,Lo1 defnieren als

CDH Dy (P Dy

Ly =—, Ly = —, Ly =—, Ly = —
i 2 n 15

dann gilt nach dem Induktionsgesetz (das Argument der Zeit, ¢, wird jeweils nicht ausgeschrieben):

d di; di
R1ll+d (@11 +P12) = R1l1+L11d—+L12 dt2

d di di
Mz—R212+d (@22 +DP21) = Roiz +L22d— +L21d_t1

Die Zihlrichtungen fiir die Fliisse ® sind iibrigens frei wihlbar, die Vorzeichen der Induktivititen L
folgen dann daraus. Die Gleichungen hier gelten fiir die Fliisse wie eingezeichnet.

Es ldsst sich zeigen, dass immer Lj, = Ly;, also definieren wir M = L = Ly sowie den Koppelfaktor
k= :t\/% (das Vorzeichen hingt von von den gewéhlten Zahlrichtungen ab) und schreiben

di di di
= Ryi; —|‘Llld—1+Md—2 = Ryij +L11—+k\/L11L22 2
dir diy du
uy = Roip +L22d— +Md— = Roip +L22— +kv/Li1Ly—

75



6.2 Transformatoren

Ein Transformator besteht aus (mindestens) zwei Wicklungen, die auf einem hochpermeablen Kern
gewickelt und somit magnetisch eng gekoppelt sind (man kann idealerweise von einem streuungsfreien
tibertrager ausgehen).

Wie bei der Gegeninduktion fomulieren wir die Induktivititen aus:

Dy Do) D,y D
Lyy=—, Ly =—, M=——=—
11 1% 1 2

(Die roten Grossen stehen fiir den von der linken Seite (Primirseite) erzeugten Fluss, die griinen fiir
den von der rechten Seite (Sekundirseite) erzeugten.) Das Induktionsgesetz sagt:

upg — 1 uy = l —_—
0 11 1 1 11 dt dt
dip dij

= Ryi =Ryip+1L»—— —M—
u3 202 + U2 200 + Lo 97 ar
Die negativen Vorzeichen kommen daher, dass hier bei der gewéhlten Zihlrichtung die Sekundirfliisse
D1y, Py den Primirfliissen @1, Py, entgegengesetzt sind.

Im Fall eines streuungsfreien iibertragers (aller Fluss bleibt im Magnetkern) gilt fiir die Indukti-

vitdten:
Ly = N%“TA, Ly = N%“TA, M= NlNz’“‘TA

Und die Verhiltnisse der Spannungen direkt am Transformator sind

. dip diy . d(iy —iz)
= Roir+Lyp—2 — M= = Ryip —M———2/
0 200 + Lo I I 202 I
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Aber das entspricht ja genau folgendem Ersatzschaltbild (das kein physikalisch realisierbares Netzwerk
darstellen muss, weil die eingezeichneten Induktivitdten ggf. negative Werte annehmen konnen):

Zur Punktkonvention:

Die Punkte sollen den Wicklungssinn im ESB verdeutlichen, der sonst nicht ersichtlich wire. Auf der
Primirseite kann der Punkt noch frei gewihlt werden, auf der Sekundérseite muss er dann so sein, dass
die Potentialdifferenz zwischen dem Wicklungsanschluss mit Punkt und dem ohne Punkt gleichzeitig
positiv bzw. negativ ist wie auf der Primérseite.

In der dreidimensionalen Anordnung iiberlegt man sich die Punkte mit der Lenz’schen Regel: ij
verursacht den rechtswendig zugeordneten Fluss ®;. Dann ist der induzierte Strom i, so gerichtet,
dass sein rechtswendig zugeordneter Fluss ®, dem ersten Fluss ®; entgegenwirkt. Aus der Richtung
von iy folgt iiber uy = Ryir die Richtung von uj;.

6.3 Der ideale Ubertrager

Wir haben oben schon gesehen, dass im streufreien Ubertrager

gilt. Das Spannungsverhiltnis von u; und u, entspricht also dem Ubersetzungsverhiltnis von N
und N, (Vorzeichen hingt von Zihl- und Wicklungsrichtungen ab). Wenn jetzt ausserdem noch die
Permeabilitit des Magneten gegen unendlich geht (u, — o), dann sprechen wir vom idealen Ubertrager,
und aus dem Durchflutungsgesetz folgt:

i Ny 1

i N i
Das Stromverhiltnis von i1 und i; entspricht also gerade dem Kehrwert des Wicklungsverhiltnisses
(Vorzeichen wieder abhingig von Zihl- und Wicklungsrichtung).

Daraus folgt auch, dass die links abgegebene Leistung p; gerade der rechtsseitig aufgenommenen
Leistung p; entspricht, was intuitiv sofort Sinn macht:

. . I )
P1 = Uity = —uup E =~ =p2

Ab jetzt schreiben wir fiir primérseitige Grossen den Index p statt 1 und fiir sekundérseitige Grossen s
statt 2. Fiir den idealen Ubertrager fiihren wir folgendes Schaltbild ein:
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N us ip

Um die galvanische Trennung zwischen Ein- und Ausgangsseite zu verdeutlichen, fiihren wir einfach
einen idealen Ubertrager mit Ubersetzungsverhiltnis ii = 1 ein. Das hat auf das Verhalten des Netzwerks
keinen Einfluss:

Wie miissen wir aber jetzt das ESB anpassen, wenn wir ein Ubersetzungsverhiltnis ii # 1 haben
mochten? So:
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B, i L,,—iM ﬂszz_ uM i/

Falls nun unser Transformator nicht ideal ist, konnen wir dem durch hinzufiigen von parasitiren
Widerstidnden, welche die Verluste repréasentieren, Rechnung tragen:

R, i R, L,iM  i’L,,—iM R,, ilfi

Widerstandstransformation
Wie sieht ein Widerstand auf der Sekundérseite eines idealen Ubertragers von der Primérseite betrachtet
aus?

[o]

Es ist
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